2 


大 学 生 数学 竞赛 
及 研究 生 入 学 考试 辅导 


w ISBN 7-111-10360-2/0-216 = 


封面 设计 电脑 制作 : Мп 


0540-2 
[аы аялатт» 
[иже іона єк 
36 


08 > 定价 : 15.00 ë 


CT 
YU 
ai ичет Ө ста г 


ISBN 7-11 


9787111 


| 


425 


大 学 生 数 学 竞赛 
及 研究 生 入 学 考试 辅导 


Ex 
邵 吉 光 
何 卫 力 
= 


编 
主编 
编 
审 


Hee E. hr 


UL 
@ 


机 械 工 业 出 版 社 


本 书 是 主要 面 对 基 础 比较 好 的 大 学 生 、 数 学 爱好 者 提高 数学 素质 
和 技能 ， 多 加 数学 竞赛 以 及 研究 生 入 学 考试 的 学 习 指导 书 。 全 书 以 专题 
形式 论述 , 将 相关 知识 放 进 一 个 专题 , 提高 分 析 问 题 和 由 决 问题 的 能 力 ， 
开拓 视野 、 活 路 思路 , 

全 书 上 由 极限、 微 积 分 中 值 定理 、 不 等 式 、 反 向 思考 方法 、 午 积分 、 
赐 线 积分 与 曲面 积分 、 级 数 、 函 数 方 种 与 扳 分 方程 、 数 学 专题 选 讲 、 附 
录 等 章节 组 成 。 编 写 时 力求 庶 用 性 强 ， 适 用 面 广 : 文字 稍 明 通顺 : 加 大 
信息 量 ， 本 韦 不 是 历届 竞赛 本 的 类 单 解答 ， 而 是 把 重点 放 在 靖 述 解 题 居 
路 和 方法 上 。 


图 书 在 版 编目 《CIP) 数据 


大 学 生 数 学 竞赛 及 研究 生 入 学 考试 辅导 / 桂 文豪 主编， 
一 北京 ， 机 械 工业 出 版 社 ，2002.6 
ISBN 7-111-10360-2 


1 .大 … Пе I. 高 等 数学 一 高 等 学 校 一 教学 
参考 资料 他 商 等 数学 一 研究 生 一 入 学 考试 一 自学 参考 资料 NV.013 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 宇 〈2002) 第 036132 号 


ЖЖ Т.У Н ДЕЕ (北京 市 百 万 庄 大 街 22 号 ”邮政 编码 100037) 
责任 编辑 : REF 

封面 设计 : КОЁ 责任 印 制 : 路 琳 

中 国 建筑 工业 出 版 柱 密云 印刷 厂 印 刷新 华 书 店 北京 发 行 所 发 行 
2002 年 6 月 第 1 版 -第 次 印刷 

890mmx 1240mm A5.6.5 印张 -191 千 字 

0001 — 5000 Jr 

定价 : 15.00 元 


RAEE, WARK, AT. 、 脱 页 ， 由 本 社 发 行 部 调换 
本 社 购书 热线 电话 (010)68993821、68326677-2527 
封面 无 防伪 标 均 为 盗版 


前 w 


本 书 是 主要 面 对 基 础 比较 好 的 大 学 生 、 数 学 爱好 者 提高 数学 素 
质 和 技能 ， 参 加 数学 竞赛 以 及 研究 生 入 学 考试 的 学 习 指 导 书 。 

大 学 生 数 学 竟 赛 一 直 是 各 高 校 的 一 项 重要 的 学 术 活 动 。 它 对 于 
提高 学 生 的 数学 技能 和 素质 ， 选 拔 优 秀 人 才 起 到 了 重要 的 作用 。 北 京 
市 、 上 海 市 、 广 东 省 、 陕 西 省 、 浙 江 省 、 黑 龙 江 省 等 全 国 大 部 分 省 市 
一 直 高 度 重视 该 项 活动 。 

在 编写 本 书 时 ， 我 们 注意 到 针对 该 项 竞赛 的 辅导 材料 比较 少 ， 
很 多 资料 还 停留 在 普通 的 高 等 数学 辅导 上 面 ， 读 者 对 象 也 一 般 为 大 学 
成 绩 中 等 的 学 生 . 另外 ， 许 多 资料 只 是 将 历届 试题 按 年 代 次 序 给 出 参 
考 解答 , 没有 从 方法 角度 进行 六 述 . 这 样 有 可 能 使 学 生 陷 进 题 海战 术 
得 不 到 方法 要 领 。 为 此 ， 我 们 编写 了 这 本 辅导 书 。 其 目的 是 从 方法 的 
角度 展现 大 学 数学 竟 赛 的 内 涵 ， 以 专题 形式 论述 ， 将 相关 知识 放 进 一 
个 专题 ， 让 学 生 对 该 专题 内 容 和 方法 有 深刻 的 领悟 ; 帮助 学 生 总 结 解 
题 规律 ， 提 高 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 开 拓 视 野 、 活 跃 思路 。 

本 书 以 专题 的 形式 编号 ， 例 题解 析 中 的 题目 一 般 都 是 比较 典型 
的 竞赛 或 研究 生 入 学 真题 。 自 我 检测 题 突出 学 生 对 该 专题 的 理解 和 应 
用 ,通过 做 自我 检测 题 ,可 使 他 们 加 深 对 知识 的 掌握 。 对 于 方法 小 结 
力求 系统 并 述 该 专题 知识 的 内 在 联系 ， 从 而 有 助 于 学 生 更 好 地 巩固 该 
专题 的 知识。 

编写 时 力求 应 用 性 强 ， 适 用 面 广 ; 文字 简明 通顺 ; 加 大 信息 量 。 
本 书 不 是 历届 竞赛 题 的 简单 解答 ， 而 是 把 重点 放 在 阅 述 解 题 思路 和 方 
ЖЕ. 

жена КАЕ ВЛЕ А, ВЕШТ НЫНЕ 
及 编号 的 指导 思想 和 应 注意 事项 .。 本 书 编写 的 具体 分 工 如 下 , 第 1 章 、 
第 2 章 、 第 5 章 、 第 8 ЕК ЖЫ; 第 3 章 、 第 4 章 、 第 7 章 、 
第 9 章 由 邵 吉 光 编写 ; 第 6 章 、 附 录 由 何 卫 力 编写 ,最 后 由 桂 文泰 和 
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邵 吉 光 统 稿 修订 。 

本 书 由 北京 市 数学 会 李 文 铎 教授 主 审 ， 季 老师 一 直 负 责 北 京 市 
大 学 生 数 学 竟 赛 的 组 织 工 作 ， 他 认真 、 仔 细 地 审 闲 了 全 稿 ， 并 提出 了 
许多 宝 责 的 修改 意见 ， 对 此 表示 衷心 的 感谢 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 得 到 作者 所 在 单位 的 大 力 支持 和 帮助 ， 
柳 金 甫 教授 、 陈 治 中 教授 、 管 克 英 教授 、 张 后 扬 教 援 、 赵 达 夫 教授 、 
刘 晓 教 授 、 付 俐 教授 、 修 乃 华 教授 等 一 直 给 予 了 具体 的 指导 ， 吴 海燕 
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员 纸 高 级 工程 师 余 茂 补 编辑 对 本 书 的 出 版 付出 了 很 大 的 心血 ， 在 此 一 
并 表示 感谢 。 
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第 1 章 极 R 


11 内 容 提 要 


极限 是 高 等 数学 的 基础 ， 也 是 高 等 数学 中 比较 困难 的 问题 之 一 。 
主要 的 问题 是 求 极 限 和 证 明 极限 的 存在 。 

通常 我 们 把 极限 分 为 数列 极限 和 函数 的 极限 。 这 两 种 极限 ， 有 
深刻 的 内 在 联系 ， 有 许多 类 似 的 解决 方法 。 

数列 极限 的 定义 数列 {x,} 以 a 为 极限 是 指 ， 对 于 Ys>0， 存 
ЛЕ М, n> АВ, |x, -a|<s。 可 以 用 极限 的 定义 来 证 明 极 
限 ， 这 一 般 应 找到 最 小 的 N ， 其 方法 主要 有 放大 法 ， 分 步 讨 论 法 等 。 
用 定义 证 明 极 限 存在 ， 有 一 个 前 提 条 件 ， 需 要 事先 知道 极限 的 值 。 但 
通常 极限 值 不 清楚 ， 如 何 依 据 表 达 式 求 出 极限 ， 只 能 根据 每 道 题 进行 
分 析 。 一 般 用 得 比较 多 的 方法 有 ， 初 等 变形 、 夹 还 法 则 、 单 调 有 界 法 、 
定 积分 定义 法 、 施 笃 楷 (stolz) 公 式 等 。 


1.2 例题 解析 


例 1 计算 极限 lim EEDE, 
„2.24 


a itj 


分 析 ”可 以 将 求 和 号 后 面 内 容 写成 定 积分 的 形式 ， 考 虑 级 数 部 
分 和 ， 利 用 积分 性 质 和 几何 级 数 求 和 ， 并 注意 求 和 号 次 序 的 化 简 。 


н ата СО, пова 


s -ERTES ата 


2741 itj 13 уа 


= Ў Í. хет ај хіх +р х") 
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Aa- >1 
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Убе ях д еа" 1)dx 


a х!'(1— x") 
РУК 1-х 


з= 
m 1-х 

нука "уа. m mer 
=-f í х) хунх" — x Jax 

1-х 
2. HL | үл+2 nim 

x'a? 十 .十 天 асах жх +. x 

= 1-х -1 1-х 


п+1 л+т+ї 


°х-х dy х" ох —х 
= n +Í. a- 7% 


下 面 先 证 明 lim == 0, ERE, AA xe[-10), Вт 


(= 
+2 


°_х' ° fde (0 ` 
А Гуе мешт? H f > жо 时 。 


FÆ, lim БУ СӘ”. lim S,, 


ялэ+»={ i+ j mne 


=-f — a = =m2-} 
ә) 2 
2 ШУ), Н.х) >00, (0) = /(0у=0, RRE 


хэ 


u(x) EBER у= f(x) EA (х, £ (x) 处 的 切线 在 


[yaa ' 


x їй EARE. 
分 析 当 x 一 0+ 时 ， 所 求 极 跟 为 070 型 未 定式 ， 可 考虑 用 洛 必 


达 法 则 ， 

их). 
解 

У- £ (< 


此 要 对 变 上 限 的 定 积分 函数 求 导 ， 所 以 先 要 求 出 w( 妆 及 
进而 可 利用 FG), (х) 的 泰勒 公式 求 得 极限 。 

由 导数 的 几何 意义 ， 曲 线 7 = f(x) 在 点 (x, f(x) 处 的 切线 为 
) = О) х), RERE x WEKRE. 


令 Y=0, 则 X=x- 了 的 


F(x) 
于 是 得 到 = ГО), оу OFC) xx 
шх) = x G и") СО) 又 对 于 О) 
由 泰勒 公式 有 
Го) = f'(0)x2 /2 о?у, РО) = f"(0)x + olx) 
u(x)=x-— оу коб) тх-ух=у» (x => 0+) 


{х) 
жа, im © _ и) 
= (ушш = ЛО) 


1 2 2 
БО) (xa) об) , 
im [-2 LOS 997 
э ғо) (G) 

[Z "(OOO +o(x IY") 
= lim <s 
m” О) ох) 

BOS нобу") 
im ———  — 
m” О)х нос) 


例 3 3 f(x,y) 是 定义 在 区 域 0 <x <1, 0< y< 1 Бал 
žo 70,0) =0, HER (0,0) 处 /(х,у) 可 微 ， 求 极限 


im fa Ni Gu) du 


хәб+ 1-е 


分 析 ” 先 对 分 子 上 的 积分 变换 次 序 ， 然 后 用 洛 必 达 法 则 ， 再 对 
分 子 用 中 值 定理 ， 化 简 后 ， 再 对 分 子 使 用 二 元 函数 的 一 阶 泰勒 公式 ， 
即 可 求 出 其 极限 。 

ВР ”交换 积分 次 序 


Ë d: [° FL) du = auf e, шуй 


е 


f dt i ушуй 


КЕЈ 


从 而 原 式 = lim 


ee, im < $0 


Jim х%е-* 5 x—0+ x? 


=- lim LED, (0 <<?) 
хэд х 


М 2 — л в #© (х,у) Е (0,0) Ж, Н 70,0) =0 Ж 
0<£<x2, ВТ 


FE, x)= f(0,.0) + f;(0.0)8 + f;(00)x+o(/ë? +x2) 
= f; (0, Ю)х+о(х) 


R=- ip POOD on- on 


例 4 эй убу аена, ЕЕЕ НЕК. RRN 
增加 ， 由 积分 中 值 定理 知 ， 对 任意 的 正 闽 数 ，， 存 在 惟一 的 
а, Emb)» ELSON" = [Urey ax 

试 求 极限 lim x, ， 并 证 明 你 的 结论 。 

分 析 若 设 f(x) =x，[a,5]=[0J]， 满 足 题 目 所 给 条 件 ， 不 难 
计算 出 x -> (m — am) 。 因 此 可 启发 我 们 得 出 结论 ах, =5 ， 这 种 
以 特殊 情况 猜测 一 般 结论 再 进行 严格 证 明 的 方法 在 不 少 讨论 性 愿 目 中 
是 有 用 的 。 

证 明 “由 所 给 等 式 易 得 


f(x) an 1 Гбх) n 
=z “h 了 2 zh. рте у" 


由 于 f(x) 单调 增加 ， 所 以 有 


x, +®, 
1> eO dv -ze 
atl fox,) EE 765 


从 而 b-x,<20-ay[— J _ La 
IES) 


Zx р Гох) ` 
ВР (х, + b)/2 2 x, 以 及 Fe) 单调 增加 ， аР DD =1 


, хос fO) 
于 是 我 们 可 以 推测 imyx, =», вне MAR, 


必须 给 出 证 盟 。 下面 用 反 证 法 证 明 。 假设 断 言 不 成 立 ， 则 存在 во > 0， 
存在 fx,} 的 一 个 子 数列 (x, MEREK, EAA kK 时 ， 就 有 
Бх, > 50， 如 此 就 得 到 
=l fr (x) Td > Í 700 T" dx 
b-ate f(x,,) b~a 3-52 ен ) 
> 1% 2.12) yn > в, Eee- B/D 
2-а) б») 20-а) /(%—5%) 
HT f(b-s/2)> /(>- ву, ВИЗА ЖЛ KE k ER, ВТ 
以 当天 — +оо 时 ， Ёсе» B уме, 得 到 1з+=, ЖЖ, F 


是 断言 成 立 。 
例 5 Жш rol 14а 2 аја и D) 
分 析 ВЕРСО — B 0 Fork, — НУОЕ нн, — 
是 化 为 定 积分 和 式 。 本 题 求 极 限 内 容 和 定 积分 定义 形式 相近 ， 可 以 试 
试 化 成 定 积分 来 求 。 
解 5, = сри 22 ји? и 10) 
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6 
жа гасна S, П-у . 工 ， 所 以 有 
п> фу топ 


. Я . 1 1 
ims, =f, 1- delim = Í 1—x dx =z/4 


Ku . 27 
N 810 一 Бш 一 一 in 
例 6 HH limh +t 十 …+ST | 
be 2 n+l 


n+— n+— 
n n 


分 析 ”本 题 是 夹 通 定理 和 化 定 积分 方法 的 结合 ， 先 用 夹 通 定理 ， 
而 夹 通 的 左右 两 边 再 化 为 定 积分 的 和 式 。 


Ё in 

sin— Sn Sin ~ 一 

解 ” 由 于 一 各 £ п 

n+l n+tifn n 

,in 

ang ру. й 
所 以 вїп E H< sin 
5 Эре „2 п 


而 lm Y sint = [sina хах =% 
ne р 22 n "1 2 


; 1 <¿ m йт )=® 
um +1 2 sin п кас” n+l qias Е 
+ ЗОВ ЕЗ АЈ ЗК а т /2 。 


例 7 СЭ, В (х) 满足 下 列 两 个 等 式 ， 
на /(ху=С, Ша/у"(ху=0 
求证 : lm /x)=0, tmf"(x)=0 
分 析 “在 题 设 中 给 出 一 个 函数 二 阶 和 二 阶 以 上 可 导 的 条 件 时 ， 
应 该 先 想 到 将 该 函数 在 某 点 处 展开 成 泰勒 公式 。 
证 明 ”由 泰勒 公式 有 
SEADE SOSEO ESNE x<<x+l 


6 


лер о) f'e9+1 E (8 х-1<6 <x 


6 
将 上 面 二 式 分 别 相 加 和 相 减 得 到 


по) fG+D+ уо) лона УТ) 


2р) = fetD- уру) 076) 
4х0 o BF, ФИТНА о, Z о, FË 


йт fx)=C+C-2C+ Lx0-l1x0-0 
lim 6” TE 


йп2/'б)=С-С-®х0-Ех0=0 
因此 Hm 'a)=0, Ша/'(х)=0 

#1 8 БАЖ Ох) Е (-Е,) ER, Ехо, А00) #0, 
G) 求证 : 对 于 任意 给 定 的 0<x< 工 ， frfE0<0<1, W% 
MOLES FLO DECO R a) 
(2) 求 极限 lim g 。 

解 a) 设 F(x)= руа (FO, MU F(0=0, Fœ) E 
[0, х] Sit, ВАЯР HEE 

Е(ху- F(= F'(@)x, 0<0<1 


即 фев дб = (а) – 7-а) 
(2) 由 《1) 可 得 
pos yox - LE-AM g 


#x—0+, 入 OFE, An， 得 上 式 的 
左 端 = lim — - iro 


хэб+ 


右 端 = y Ө] = S'O) lim Ө 


хэй 
i lim 0=1/2 
例 9 设 函 数 .f(x) 在 x=0 连 续 ， 求 极限 


зало? +®уд 


Meh Q: {ағу «уо = у. 
分 析 ”对 于 积分 中 被 积 函 数 或 其 主要 部 分 为 复合 函数 ， 可 以 考 
虑 先 做 变量 替换 使 之 成 为 简单 形式 。 本 题 极限 是 商 的 形式 ， 可 以 想到 
洛 必 达 法 则 试 试 。 
ж 球 坐 标 变换 计算 
Шоу" +z = [defa singa [° S(r ar 
2 


-zt 区 free ， 


й р лое +y +22)іу =n (2 ~ тада Jrzdr 


lim 
-= = fe) 
例 10 设 连续 函数 (x) 在 [1,+o%o) 单调 减少 ， 且 f(x)>0， 若 
и, =S- |d, ЗЕЯ: ап э сонї, о, 的 极限 存在 。 
k=l 
分 析 证明 极限 存在 方法 有 两 种 ， 一 是 推测 出 极限 值 ， 并 证 明 
该 极限 ;二 是 可 以 考虑 用 单调 有 界 必 有 极限 定理 ， 证 明 极 限 存在 。 另 


外 出 现在 题 设 或 解 题 过 程 中 出 现 积分 式 时 ， 可 以 试 着 用 积分 中 值 定理 
对 积分 式 处 理 一 下 再 说 。 


证 明 иаи ESO- $ G) 
k=l k=l 


-['Ўодас+ [усдФхс= sinD- [Fade 
=f@+D- AD ёєбьп+1) 
为 fc9 ЛЕ жо) EE Bb Н. ЩЙ, Мепен, 
Уо) 9) AT иаи, = f@+D-/@)<0, 
即 fu} 是 单调 减少 数列 ， 


s = SOf t п) ['/(х)йх 
=O- SdH- едт fm) 
=A D-A-D- /(&,)]+ РОЮ) 
Яіс <i+1 G= 2 з,п-1), 
ШЕ fG)- /(6)>0, /(п)>0, йи, > 0. BP {u} 是 单调 减 
少 有 下 界 数 列 ， #klimu, 存在 。 
例 11 ra <f@) < b, xe[a,b] R. 
[roo- О-у, Ж k 90, Н оа, W 
х elab], х= f(x,)> n=12,:, ШЕВ: 
(1) FE— H x elab] EA xa f(x): 
(2) lim x, =x, 
分 析 证 明 存在 性 方法 很 多 ， 一 般 来 说 ， 和 函数 存 关 的 可 以 利 
用 连续 函数 的 介 值 定理 ， 和 导 范 数 有 关 的 可 以 利用 中 值 定理 。 
ЖЕН (1) H|/G)- ЛО < р-у 1 了 (x) 连续， 所 以 
вО) = f(x) = х. 
由 于 a (х) Ёё, xe[a,b), 所 以 
g(a)=/f(ay-a 20, g(b)=f0@)-b <0, 
由 介 秆 定理 知道 ， 习 xefa,6b]， а(х) = 0, х= f(x) 
车 另 有 xo = f(x) 且 xo#x， 则 
F ==|f Cx) -fs хь -al< [eo-a] FE. 
RAA, ТЕНЕ — Wx elab (9х = f). 
(2) р, ||, D ОА, — a| < 
кх ја к" ро аф, 
k<1, now, HKEEREN lim| 
从 而 Him 一)=0， BD Hm x, = x. 
例 12 ES (х, 1—07 m 与 4 满足 条 件 0 ч х, + x, 5 证 
明 序 列 {х„ n) 收 敏 。 
分 析 ”要 证 明 这 样 一 个 序列 是 收敛 的 ， 关 键 是 利用 条 件 对 xzo n 


х„-җ|=0, 
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进行 估计 ， 找 出 极限 ， 然 后 进行 证 明 。 

证 明 Ж. MERRIA оса, их (x =1,2,…)， 这 样 就 有 
(х, ! ny 是 有 界 序列 ， 设 其 下 确 界 是 ce = inffz /n) ， 显 然 w 20. 

FE RANEH a 就 是 其 极限 。 

任 给 &>0， 则 存在 正 整 数 m ， 使 得 s< x, /m<w+s/2， 对 任 
一 自然 数 #x ， 将 其 表 成 n = gm +r， 其 中 + 是 小 于 mm 的 非 负 整数 ， 
由 条 件 知 ， x, = x, = qx, + x, 
从 而 有 


X, < Pn tx, _х„ qm 


2, 


п  ат+г m ат+к п 
故 有 【〔 当 闫 很 大 时 ) 


- Z ra < 22 <(а+&). ят 
2 п 2 qm+r 


5 0<г<т-1, ТЕКИ Gao, MWA 


@—&!/2< х„/п се+е/2 
又 因 & 的 任意 性 ， 则 得 lim х, /n= æ o 

例 13 设 {x,} BIERA, MEE x. < х„+1/п%, n=12,-, 
证 明 lim x, 存在 。 

分 析 ”如 果 数 列 收敛 ， 其 极限 是 数列 的 确 界 ， 易 知 数列 fx,} 有 
界 ， 蒜 确 界 存 在 ， 可 以 证 明 数 列 的 确 界 是 数列 的 极限 。 

证 明 љо, < x, +1/n° хаў, я=12,-, 


k=l 
所 以 数列 {х„} 的 下 确 界 是 存在 的 ， 令 其 下 确 界 为 w ， 则 对 任意 给 定 
的 es>0， 存 在 正 整 数 N > 0, 4838240 >N, A 
六 UP 已 <e/2， х„-@«>-в/2, H.x, -a<el2 


км 


IPIE т, A 
—EÍ2 < Aym 79 = Ху — Ху + Xy — G 
= (уа T мла A) t + (хун Ха) (xs — a) 


<1(N +m-1) А +є/2 <E 


x, £ X, 
+ gatot 
n 2 n 


11 
HF e 的 任意 性 ， 令 mm 一品 ， 则 有 lim xs =a. 
例 14 设 数列 {x,} 满足 lim(x, – х,2)=0, 证 明 
lim(x, —x,-)/n=0. 
分 析 ”要 证 明 该 极限 为 零 ， 可 以 考虑 用 已 知 条 件 佑 计 相 邻 两 项 
的 差 的 大 小 ， 利 用 极限 的 定义 进行 证 明 。 
证 明 ”对 于 任意 给 定 的 a>0， 存 在 正 整 数 N>2， 当 n> 时， 


be - x... |< 272 
对 于 充分 大 的 正 整数 m ， 则 有 


= мн «|н —Xu+m-2| + ETSN 


072+ Enim — Tyem sl + benems —®м»ж-э| 


а |2 T Ynapeea 


< me/2+|xw 一 xx 

选取 m ， 使 得 N+m>2|xn х |е TERA 

j. - хав +m) = тє/2(М + т)+ ху — ху |С +m) 

<2/12+212=6 

从 而 原 命题 得 证 。 

例 15 设 实数 序列 {x,} E (2- хх =1，n=12…， 试 证 
明 limx, =1。 

分 析 ”由 于 已 知 条 件 只 有 一 个 ， 应 充分 利用 这 一 系列 等 式 的 信 
息 。 如 果 序列 有 极限 ， 易 知 该 极限 必 为 1。 所 以 只 要 证 明 该 序列 极限 
的 存在 性 。 

证 明 HER, Bx, #02, п= 2,3,… 如 果 极 限 存 在 , 记 作 a， 
在 公式 (2 一 x,)xmn 1 两 边 取 极 限 ， 有 (2 一 a)a =1， 所 以 a=1。 即 车 
极限 存在 ， 则 肯定 等 于 1。 

Фу =1-х,, n=1,2,… 则 有 у, +1, Вж у, 的 极限 存在 ， 
则 其 极限 必定 为 0。 

原 题 设 关系 式 变 为 ”(1+ yl 一 pn)=1 
所 以 y. a = y, К+) 
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TR, ERA у, =0, Шу. =0， 依 次 类 推 ， 可 证 xn Zm 9 
Y =0> TE limy, =0， 则 证 完 。 

现 假 设 对 一 切 n =1,2,…，y, #0， 可 以 断言 存在 一 个 正 整数 jm , 
使 得 py, >0 或 y, <le ERE, A-E n, A 

-1l<y,<0 
MEP уу, = 1+ у„)<0, BER (yp) 单调 减少 ， 且 有 下 
界 -1， 所 以 极限 5b 存在， 而且 有 

ba <y,a < y, << <0 

HE {у„} 极限 存在 ， 则 必 等 于 0， 即 b=0。 这 和 上 面 关 系 式 
b<y<0 逆 秆 。 所 以 存在 一 个 正 整 数 m ， 使 得 y,, > 0 或 y,, < 一 1。 

Wy, < 1， 于 是 y+1<0，yp <0， 因 此 
Ула = Уһ At yw)>0。 这 就 证 明了 序列 {7,} 中 存在 正 整 数 m， 使 得 
ya >0, Нун = y, /+ у„) > 0 НИНЕ ШЕВА Т 

yr>0, n=m,m+l, 

而 уа у, = У К+ y) «0, 所 以 序列 {y,} 单调 减少 是 有 下 界 0. 
这 就 证 明了 该 序列 极限 存在 ， 因 此 肯定 为 0， 证 明了 结论 。 

例 16 对 xeR 和 正 整 数 n， 定义 x =Ssinx, Xpy =Sinx,, 
试 讨论 lim x, 的 存在 性 ， 当 有 极限 时 求 出 极限 。 

分 析 ”由 正弦 函数 的 性质 ， 对 任意 的 xeR，lsinx| < 1<x /2， 
而 在 [0x /121 中 ，sinx 满足 不 等 式 0< sinx Sx, ЭН 92034 НАХ 4 
x=0 时 成 立 。 可 以 考虑 用 单调 有 界 必 有 极限 证 明 结 论 。 

解 ”正弦 函数 有 如 下 性 质 
хе(0л/2) Ч, #fO<sinx<x; xe(-n12,0) 时 ， 有 0>sinx>x 

C) хек, х =sinx =0， 显然 此 时 x, =0, я=2,— 
所 以 limx,=0。 

(2) 设 xeR， 使 得 x =sinx>0， 显 然 x, 筷 1 所 zx/2， 所 以 
О<х,=зїшх,<ху, RRRA 0 <..< x, << x, ху BH ix.) 
Б-р М š VU pR ЛЬ ААН УТ ҖОР, B lims, =a 存在 ， 且 有 有 
ає101), XRRR х, =sinx, 中 令 m-y>oo ， 由 正弦 函数 的 连续 性 ， 
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得 a=sina 。 又 ae[0D) ， 所 以 ea=0， 即 lmxe=0。 

(3) 设 xeR， 使 得 ху sinx <0 ， 与 (2) 类 似 可 得 
O>. >x, >. >x >x 2-1, Jf PL lm x, =a 存在 且 a=sina， 
ає(—10]- Mia=0, BP lim x, =0 > 

总 之 ， 对 于 任意 的 xeRR， 有 limx, =0 ç 

例 17 @0<а<1, x =a/2, oo х„р=(а-х1)/2, ..., W 
证 明 lim x, 存在 ， 并 求 其 极限 值 。 

分 析 ”数列 {x,} 的 有 界 性 比较 明显 ， 但 在 本 题 中 ， 
х хр 01260, ху—ху=(х —х;)/2>0, B {х„у 不 是 单调 数 
列 。 进 一 步 考 察 ， 可 以 着 出 x,,( — x, 的 符号 交替 出 现 ， 也 即 Ix, |} 
单调 减少 ，{x.} 单 调 增加 。 因 此 可 以 先 考察 它们 的 极限 。 


ЖЕЙН ”首先 讨论 {x,} 的 有 和 界 性 。 由 题 设 ，0 < x < a/2， 
2 
=2-2(69=50-4), 故 有 0< r <а/2. В О<х, <а/2, 
ЖА х,  =(a-x/2, х2 >00 8х, <а/2: Вх, <а/2 8 
2 


E 因此 对 一 切 正 整数 上 ， 有 0<m<a/2， 即 fx,} 


界 。 

其 次 讨论 G.) 的 单调 性 。 由 fx,} BD М, х-х,>0, 
X223<0, ху-х>0, 18 8 х -ху= 2/2200, BD xr >x, s 
х= = (x) —-ц)/2<0, Врх, < x° 

假设 хыл > Aen ， 则 xa Xaa = (Qy —хд)/2<0› ШЖ 
fzzt} 单 调 增加 。 

进一步 ，xarn хиа = (xwzx20]/2>0 ， 即 得 frat- 单调 减 
少 。 根据 单调 有 界 必 有 极限 ，{x;} M {х„, п) 的 极限 都 存在 。 


Ж шах = 4, Шах = В, Њо <х, <a/2 1, 0<4<а/2, 


0<8< xz/2 。 再 由 题 设 有 
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А А 2 
limx = lim(a – хэр 172, ИША=(а—В°)/2. 


š. А 2 
бт хыл = lim(a ~ х2,)/2, HHB = (а 42/2 


A= Jl1+a-l1, 


由 上 两 式 解 得 4=B， HR Шах, =4， 由 4=(a -4 )/2 得 


B| 18 ”给 定 两 个 数列 {4} Бр. Ңа=1, А=-1, 


а, =а„ +2, bb 3Rlim(a, —,) 722". 
分 析 ARB fae b 各 自 的 关系 式 ， 估 计 它 们 的 差 。 
解 ”将 关系 式 表示 成 矩阵 的 形式 ， 有 


a, |_| ar+28 1 [1 2 [1 21а, 
АЕБ 1-1 4] ь„,] |-1 4] |» 
СЕ 1. [E-A =(4-2X4-3) 


当 ?=2 时 ， 解 CBE- А)х=- 084 -K 


1 


чао 


解 得 э х=2, х= -3 


NE Ke | „а _ _ 2" 3" 
mafala а а [26 ы-[ | 


十 是 得 到 a, =2" 35, b. =2" 3 
AA lim(a, -b,)/2” = 0 
#119 设 序列 {x,}，{y,} 满足 下 面 二 个 条 件 
(1) уа > У, n=12,..; (2) limy, =+; 


当 4=3 时 ， 解 (3E Ax = 0482, -| 


(3) lim(x, Ena /A(y, — y, a)= a -mE a= +00 
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证 明 lim x, ѓу, =a. 

分 析 ”关键 在 于 用 已 知 条 件 估计 两 序列 通 项 比值 的 大 小 ， 可 以 
极限 定义 进行 证 明 。 本 题 是 著名 的 枝 西 - 施 笃 效 《Cauchy-stolz》 定 
理 ， 用 它 的 结论 可 以 解决 很 多 复杂 的 极限 问题 。 

证 明 ” 先 设 a 为 实数 ， 申 “3》 知 对 于 任意 的 a > 0 ， 存 在 正 整数 
М, а> М, х, х, ) Ay ул) -a<e/2 
于 是 对 于 # > N, | 
(а-&/2Ху„— Yai) < Xn — Xn <(а+/2Уу„ — Уна) 
因此 (а—е/2)у(у„—Уу)< х„—ху < (a +e/2Xy, - уу) 
也 即 ， 当 m> N 时 ， 
а-&!2<{(х„—х„)Ку„-у)<а+в!2 
我 们 注意 到 х„/у„-а 
= (х – бум)! Ya +O- уму xu) Ку, ук) a] 
所 以 ， 当 n > N 时 ， 
к, y, | © |(х„ = aya)! y, 


К, = х5), — yw) — a| 
БЗС -аум)!у,|+6/2 
到 充分 大 的 正 整数 Wi ， 使 得 当 n> N. 时 
Кх» -ayy y,| <&/2 
ФМ, = тах{№, №), п> N, 时 ， 就 有 
jen! ya ај 
至 于 a = too 情 形 ， 可 以 类 似 证 明 。 
例 20 #85, = Èn, KPE ARAN R lims, 
k=0 
S 本题 可 以 利用 施 笃 兹 公式 进行 求解 。 
解 ”因为 oo, 应 用 施 笃 兹 公式 有 
lim S, = шиа СА, - шс улт +1 — n°] 
n° пе ар k 


n+l 


= lm(P nC Ску + а Сол) Он +1) 
зе з 
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= бю: In(n + 1)4(п — k +1)]{2л +1) 
е 


= lim[(n + Din(n +1)— Оп +1) 
k=l 


= шап + D1n(n +1) -nlna — (ж + D]/[Qn +1) ~ Qn — D] 
= limIn[(n +1)/п]' /2 


=1⁄2 
例 21 W limn(a, –а, 4) = 0, ШЖ ЕБ lim(a, +…+an)yz 存 在 
FF, lima, =lim(a, +---+a,)/n, 


分 析 ”本题 不 能 直接 利用 施 笃 兹 公式 ， 可 以 先进 行 变形 外 理 后 


再 月 


证 明 AA a, = (a, —(a +: +a,jy/n+(a tta, n А 
证 明 第 一 项 极限 为 零 。 为 利用 Elimn(a, —a,,)=0, RIIS b =a,» 
b,=a,-a, + 22, b =а, тау» o 贴 有 Бю nb, = 0 ， 且 有 
а, =(a,—a,)+- +(a,-a)+a =b, + + +b, 

E аа, (a +a) 

= lim(B, ++ b) [b +(b + 5,у+ з + (b, ++ b,)]/ п} 

= nmb, +2b, ++ (n- Db, n 

= и -Da n-m- D] 

= lim[(7 — 1)/7]nb, =0 


例 22 Bxysm, ху=т+взїпх, x, =M + Esin х, |, WE 
明 序列 {x,} 有 极限 &， 且 上 是 满足 方程 r=m+esinz ，0<e<1 的 
惟一 解 。 

分 析 证明 极限 存在 可 以 利用 序列 {x,} 是 柯 西 (Cauchy) 列 ， 人 惟一 
性 可 以 利用 反 证 法 。 


证 明 ”对 于 任意 的 正 整 数 p ,我 们 有 


Xorp х, = ELSEN Xp, py — Sin xn |) 


а+р 
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= сов spa на КЕЛ ЫШЫ! 
2 2 2 
& |. Хара  Ха- 
于 是 sep -| 所 二 pin EU 二 
2 
£ 
<. | 
_ є X, tXo. X, 一世 
又 由 于 ра -01| ров РХ 2220056 
2 2 2 2 
£ 
; -x |< 
所 以 [Enp х | 


此 序列 {x,} 是 Cauchy 列 ， 有 极限 a， 在 关系 式 x, = m+ віх, ү 
中 令 m 一 co， 得 a=m+ sina + 
车 另 有 一 解 6， 使 得 b=m+esinb， 划 
а— В = s(sina —sinb) 
因此 o=|a-b|=|eGina-sinbj|< |а—Ю]<|а-&, FA. 
故 惟 一 性 也 得 证 。 
例 23 #а,=0, EX an =1+sin(a, 一 了，n=0,1,2,…， 求 
т.1442 + +4 的 值 。 


п-э= 


п 
分 析 只 要 求 出 tima, 的 值 即 可 。 考 虑 到 (а, } 为 非 负数 列 ， 


m 
型 


Cauchy 定理 ，lima, = a => lim 1 +42 + +4, -za 即 可 获 证 。 


лю п 
E BAHEA -a,n  =sin(1—a,), х, =1-а,, MM 
x, =Sinx,, xó =l 
由 数学 归纳 法 得 {x,} 单调 下 降 ， B х, 220, x, e [01] #&lim>x, 
存在 ， i lims, =x" 
ЖЕ xpa = sinx, 两 边 取 极 限 得 x" віп х”, x e[0,1] 满足 上 式 的 根 
а ъа, 十 十 本 


只 有 x =0. 所 以 limx =0, lima, =1, 即 lm 一 一 一 =]。 
по nw ” п 


тээ 
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例 24 设 -1<x6o<1，x, = YU+x)/2 ，#=12,… 斌 求 极限 
D Нт4'(1-х„) (2) limoa ex} 


分 析 利用 适当 的 变换 ， 求 出 序列 的 通 项 ， 进 行 化 简 ， 求 出 
极限 。 
解 H-li<x,<1, $x =cos0, 0<0<xmw, HI 


X, = /(1 + x )/2 = J(] +cos8)/2 = cos(8/2) ， 


一 般 地 ，n =1,2,… 


x, =@+х„)/2 = J +cos(6/2”!)]/2 =cos(0/2"), 


因此 lim4"(1—x,) = lim 4" [1 —cos(8/2")] 


= lim2x 4" віп (@/2”*) 
= 6° 12 = (arccos x)” /2 
lima, ---х,) = lim[cos(@/2)-:-cos(@/2”)] 


=lim (1/2 )зїп@ 
a> sin(@/2 ) 


_sing 1-5 


Ө (arccosx,)” 
1.3” 自 测 题 及 提示 
1.3.1 AME 
1. rooh f~r x, = У s(a), АЕ 
i=l п 


limx, =a (a>0)。 


bee 


2. 3R lim[(ar +--+а„)/п]'*, Жра,>0, i=l, no 


з. REM ос а) о 
ли 


2 2 z 
+1 n+2 m +n 
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КЕТ 
4. 来 极限 im Уз] [| iy 。 
+) 
5。 对 于 数列 {xt}， Xo =as O<a<xm/2, x,=sinx,, 
Cn=1,2,.), 证 明 limx,Vn/3=1。 
6. ЖО<А<1, a,>0; Я іта, =a, 试 证 


Jimkas + 4а, ++ a) =а/0- А): 
т. шл, = а, Snoro WARR, (pa) 为 单调 增加 的 正 数 
i=1 


ЖОЙ, Ва но, р, эо, 证 明 lim ERA „0, 
8. asl, x,=1/2, ха =101+2,): Жах, 
о. Ж {х„}, Ü, 满足 хш = x, +2y, ; Yra = X, + P, s 
= ур =1, Ж тх, / Ya) e 
10. W ух) В Ча, 6] A abl AO- o ER 


xe [Gb], 4х, = 1х, +S) RER он, А 


fx )=x 
11， 设 数列 fx, 由 下 式 给 出 ， 为 =2， x 2 ж) 


п э ао 时 的 极限 。 
1.3.2 AWER 
1 


1. ава ута, Ж 
ii HB 


极限 的 定义 可 以 证 明 。 


2 属于 1” 型 未 定式 的 极限 问题 ， 可 取 自然 对 数 ， 然后 用 洛 必 达 
法 则 直接 计算 ， 或 利 重要 极限 lm + х)" =e 来 计算 。 


5。 本题 可 以 用 定 积 分 的 定义 式 来 求解 ， 是 函数 (х) ПА +2?) 
在 区 闻 [04] 上 的 积分 。 
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8, 
4， 本题 可 利用 Stirling ARIER RA. пї=-/2ялтп^е "n, 
其 中 0 所 9 所 1。 ` 


5. 先 由 单调 有 界 法 则 可 以 证 明 lima, = 0 , fH DE Е E 
(о/о ) 可 以 证 明 lim nw,* = 3. 

6. Фа, arb, i=0le., ВЕДЯ НТ Соо гоо). 

7. 先 用 4 а, а, = 4; - Aa. BARRERA ДЫ ИЕ]. 


8， 可 利用 单调 有 界 分 别 证 明 奇 数 序列 和 偶数 序列 收敛 ， 再 证 明 
两 序列 收敛 于 同一 个 值 。 


9. 记 a = 为 12 Mlapa ат -a,i 
10. 数列 {x,} 有 界 ， 证 明 单调 性 即 可 。 


11. 此 数列 不 是 单调 数列 ， 但 其 奇 子 列 和 偶 子 列 都 是 单调 有 界 
数列 。 先 证 明 它 们 的 极限 存在 且 相 等 。 


52 ® 微 积 分 中 值 定理 


2.1 内 容 提 要 


中 值 定理 包含 微分 中 值 定理 和 积分 中 值 定理 ， 本 章 将 这 两 部 分 
放 在 一 起 进行 讲解 。 重 点 讨论 中 值 定理 的 应 用 。 解 题 的 主要 方法 是 辅 
助 函数 法 ， 它 是 解决 中 值 定理 的 基本 方法 ， 是 转化 问题 的 一 种 重要 手 
段 ， 在 高 等 数学 中 经 常 过 到。 I 

费 马 定理 ”车 函数 f(x) 满足 条 件 O) 函数 在 xo 的 某 邻 域内 有 
定义 ， 且 在 此 邻 域内 恒 有 f(x) S f(x.) RSE > у(х); (2) fO) 
在 处 可 导 ， 则 有 (xo)=0。 

洛 尔 定理 HAA f(x) 满足 条 件 (1) 在 闭 区 间 [a,5]. 上 连续 。 
(2) 在 开 区 间 (4,5) 上 可 导 。(3) (а) = ГЬ). ШЕ (а, Б) 内 至 少 
存在 一 个 上 ， 使 得 了 (56)=0。 

拉 格 朗 日 中 值 定理 ” 设 医 数 了 (x) 满 足 条 件 OD EAN Га, Б] 
上 连续 。(2) ЖЭН (а, Б) LTF, ШЕ (а, b) 内 至 少 存在 一 个 二， 
вв го 004), 

柯 西 中 值 定理 ” 设 函 数 f(x)， g(x) 满足 条 件 (1) 在 闭 区 间 
{а,5] EEE. (2) EFRA (eb) ЕНГ, Н. (х) 20, MWE (ab) 

A A a L'O Р) Ја? 
ARDRE- TE MEE T Oy gla ` 

MHAR 设 函 数 SOTER x. 的 某 邻 域内 具有 n+1 阶 导数 ， 则 
对 读 邻 域内 异 于 xo 的 任意 点 xX， 在 x 与 x 之 间 至 少 存在 一 个 5 ， 使 


уоона) оа t 


(п) 
+ Ce) (x — x) + R(x), 
п; 
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Е,(х) = 8 (кх), 5 x, = 0 时 也 称 为 麦克 劳 林 公式 。 

第 一 积分 中 值 定理 Жый f(x) 和 g( 在 [w, 可 上 可 积 ， 并 且 
EOE lab EKES, MWO [Agd = uf gade 
其 中 т<д<м, M = зар f) > m= inf f(x) 。 特 别 地 ， 若 
(x) 在 [a,b] 上 连续 ， 则 有 ela, b] ， 使 得 
L roosGoax = £a ебд&. 

第 二 积分 中 值 定理 ” 若 g(x) 在 fe,8] 上 可 积 ，.f(x) 在 [a,8] 上 单 
调 ， 则 有 e[a, 问 ， 全 得 
ffs = ray gar + fh goa 

воа, Б Бяр, OMERE MA E elab] 
EA [пов Оёх = af go , 

Peo Elab] ЕН, G) ЗВ НАЕ, WA g e [a,b]. 
IOFOTO OE 


2.2 例题 解析 

例 1 с fO Elab EER, E (a,b) q fO fr fE, SO SS 
А(а, (аў), ВФ, f (bp 两 点 的 直线 交 曲 线 y = /(х) FA С(с, 700) ， 
Ha<c<b, WHEE (a,b) РЕ. WESE 20. 

分 析 ”此 种 类 型 题 的 结论 是 ， 存 在 6 ， 使 得 /"(6)=0。 证 法 主 
EA., O 验证 /n(x) 在 [a, 如 .上 满足 洛 尔 定理 的 条 件 ， 由 洛 尔 定 
理 即 得 。(2) 验证 为 f(x) 的 最 值 或 极 值 点 ， 用 费 马 定理 即 得 。 

(3) 也 可 以 应 用 泰勒 公式 证 明 。 

证 明 KER, AA f(x) Еа, с] 和 [c, 习 上 分 别 满 足 拉 格 朗 日 
中 值 定 理 ， 于 是 得 到 

ге) 92709) & elac) 


с-а 
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геә)= Ә-Ә Eele) 
为 4、 в. селата. 所 以 我 们 有 

FO _ Р) – f(e) _ f@)— Уба) 

с-а b-c b-a 

故 Г) = 74) 
因而 "(x) Egil ЕДЕТЕ ВВ, 
TE, Itel, é) с(а,Б), 使 得 у) =0. 

例 2 设 /(x) 在 [a,5] 上 连续 , 在 (a,5b) 内 可 导 ，f(a)= f(b) = 0, 
试 证 ， 对 于 任意 的 实数 a ， 都 存在 Ee (а,Ь), ERE = SE). 

分 析 要 证 of (和 )= Г) ВП Д) а) = 0, WEEE 
为 函数 (x) 一 f(x) 的 零点 。 

证 明 ”构造 辅助 函数 F(x) = f(x)e “， 由 题 设 有 
Е(а)= Е(Бу=0› ЮЖ Р(х) = /(х)е* 在 [a,5] 上 满足 洛 尔 定理 的 条 
fF, X FOOD- Aae s k F E elab ， 使 得 
af (E) = fE) - 

例 3 车 f(x)，g(j 在 [a,8] 上 可 导 ， 且 g(x)z0， 则 存在 一 个 

S-E 7) 

EED RE OO O 

分 析 要 证 原 结论 ， 只 须 证 

[f(D -AELE = 7 (Ce(e) – 20)] 
也 即 要 证 а) ОЕ) = Г) 80) 
亦 即 要 证 AAHS OLH- OE + f (@)g'(6)1= 0 
可 以 构造 辅助 函数 用 洛 尔 定理 进行 证 明 。 
ШЕВ $ Р(х) = f(a)jg(x)+ g(B)/(x)~ 了 (x)g(x) ， 由 题 设 条 件 
те, F(x) Æla, b] BER, A a,b) ATE 
X F(a)= f(a)g(a)+ g(b)f (a) - f(a)g(a) = g(b)f(a) 
F(b) = f(a)g(b)+ g(b)/ (b) - f(b)g(b) = f(a)g(b) 

故 满足 洛 尔 定理 的 条 件 ， 于 是 存在 e (а,Ь), 118 Е) = 0, 
HD уа) + gD E- SOLE- ELESE 
亦 即 [Z(a)- f(2)]g'(2)= f'(Q)[g(Z)- g(b)] 
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imo" 得 J(ay- f(2 _ 7) 

再 申 题 设 gf #0, BRE TOO EO 

例 4 RRSO: go) E a,b] 上 二 阶 可 导 ，g"(x)z0， 
Га) = РФ) = g(a)=g(b)=0， 试 证 (1) 在 开 区 间 (@,b) 内 g(x)#*0。 

Ей 在 一 个 а L8 _ (4) 

‹2) EFE (а, Б) ARENE ， е = р 

分 析 命题 《1) 的 证 明 用 反 证 法 比较 恰当 ， 可 以 增加 题 设 条 件 ， 
(2) 中 由 于 是 同一 个 4 ， 不 能 将 f(x)， O 分 别 按 泰 勒 公式 展开 ， 
因为 两 公式 中 的 & 可 能 不 一 样 。 可 以 构造 函数 ， 用 深 尔 定理 证 明 。 

证 明 (1) 假设 存在 ce(a,b)， 使 得 g(c)=0， 将 函数 gx) 分 
别 在 [a,c] 和 [cb] ERRER, FEIE, FE elec) 
® е(с,Ь), (61) = 8 (06)=0 

再 对 函数 go [6,2,1 БААНЕК, Д elgg) 
使 得 ”g"(&) =0 ， 这 与 题 设 g"(x] = 上 0 了 矛盾 ， 故 结论 成 立 。 

(2) 欲 证 结论 ， 只 须 证 明 SEE O = g(£) 6) 

КЕ SAO H Г) = Е) + (Е) 
яав) + OLO- EAO O ENSE 
ЖОЕЛ FO) = Oger (5) 
由 题 没 条 件 知道 ， 函 数 F(x) EAB JE [а,Ь] 上 连续 ， 在 开 区 间 (a,5) 
内 可 导 ， 且 F(a)= FF(b)=0， 由 洛 尔 定理 有 ， 存 在 Ee (а, Б). WE 
Fé)=0, ВП fOr 7) = 0 
由 于 g()z#0，g"E)z0， 故 原 结论 成 立 。 

例 5 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ，(0<a<by, 试 
ШЕ, ТРЕЕ є (а,Ь), WE S- f(a)= S'(ZyIn(b/ ay 

分 析 ”要 证 原 结论 ， 只 须 证 [f(bB) ау а) =E). 
SESO- fla)]/in(b/a)=k， 得 到 f(b)-kInb= f(a)- kina 
上 式 是 … 个 对 称 式 ， 可 以 想到 构造 辅助 函数 利用 洛 尔 定理 来 证 明 。 

证 明 邻 F(x)=.f(x)-kInx， 其 中 为 分 析 中 给 出 的 常数 。 
ШЖ. Р(х) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ， 又 F(a)=F(8)， 洛 尔 
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定理 的 条 件 满足 ， 于 是 ， 存 在 & є (a,5)， 使 得 FE)=0。 
即 /Чгу-К/&=0, Шк (2), 上原 结论 得 证 。 
评注 ”本题 方 法 适合 常数 可 分 离 出 的 命题 。 做 法 是 令 常 数 为 天 ， 
恒 等 变形 ， 使 区 间 端 点 分 开 到 等 式 两 边 ， 分 析 变形 后 的 等 式 是 否 为 对 
称 式 或 者 轮换 对 称 式 ， 将 端点 值 换 成 变量 即 可 得 到 辅助 函数 。 
例 6 fo) EARE a,b] EE, EFK (a,b) 内 可 导 ，(0 
=а<Ь<т/2›, WUE: жэне En e(a,b), 18 
sing 
Ру O соз 
分 析 这 类 癌 题 一 аав, 再 进行 某 种 运算 。 
本 题 可 以 考虑 分 别 对 函数 sinx 、cosx 在 区 间 [a,5b] 上 使 用 柯 西 中 值 定 
理 ， 然 后 从 两 式 中 进行 运算 。 
证 明 设 gi(x) = sinx ， 由 柯 西 中 值 定理 有 
ЛФ) уба) O, a<ë<b 
simb—sina cos 
又 设 g,(x) =cosx ， 由 柯 西 中 值 定理 得 
f@)- уба) _ Рт). 


>» a<n<b 
cosb—cosa -siny 
比较 上 面 两 等 式 得 到 
L9 (е) (sinb - sina) =- fm (cos b- cosa) 
osë siny 


вр Sinn ү, = _ cosb—cosa ‚ 
0 区 入 «= sinb—sina о» 


Qtb pigysinn/eose 
例 7 Еу) Е [0Л]) ЕГ. 700) =0. 700-1, krek, 
个 正 数 ， 证 明 在 区 间 [0,1] ЕЕ НВО n> EE 


š A 


分 析 m-ra, Нават, аут 其 中 
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A=kim, 0<А<1, дА, =l. 问题 的 关键 是 要 找到 n 个 不 
同 的 数 x,,…,x, 使 得 相应 的 导数 了 "(x,) 满足 上 面 等 式 。 根 据 拉 格 朗 日 


定理 ， 即 要 找 ”个 不 同 的 弦 ， 使 它们 的 侧 率 满足 六 -2 =1。 如 果 
una, 


+ А, ЗЛЕ y 轴 上 的 投影 ， 则 Л, / tana, 就 是 该 弦 在 x 轴 上 的 投影 。 
问题 化 为 找 # 个 不 同 的 弦 ， 使 它们 在 y MERRE A Ao oo Ao 
在 x 轴 上 的 投影 和 为 1。 由 于 了 (0)=0，/(D =1, ВИЕ у Е, X 
区 间 进 行 分 割 0= A < A <А, =1 (ME 2-1)， 使 得 4 44 =4,, 
1=1,…,n 。 先 过 А, 作 水 平 直线 和 曲线 交点 В,, ОВ, 为 第 一 个 所 需要 
RBZ AE, A> 4 ，… 丸 作 水 平 线 ， 和 曲线 得 交点 B, ， В,, 
в. 3EOB , BB, +B, 1В, 即 为 所 找 。 它 们 在 y 轴 上 的 投影 为 
Аз ao Ao Æx 轴 上 的 投影 和 
为 1。 


证 明 „= Ук, a=k im, 
=] 


i=1,.,m, ДЯНО<А <1. 
A+ +A =l. 700) =0, 
f(D=1，f(x) 在 [0,1] 上 连续 ， 由 
连续 函数 的 介 值 性 ， 存 在 点 ` ; 
e e (0, Я Ла) = д. ХШ 图 2.1 
А<А+А,<1., с, e (ci,1)， 
使 得 (су = A + A, КЕКЕ Ж. RIRE FA 
0<c <c,<.…<c,=1， 使 得 
f(e)=A + bn 
应 用 近 格 朗 日 中 值 定理 ， 存 在 x; Eag) co = 0, E 
r ба) Хаа) A 
7605 Ci = Cia 9—64 


即 ПАО), бев 
从 而 EA -ocean 
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жа =k mt Est. ваа, 


18 设 /(x) 在 [0,+%%) Г, 700) =0， 并 设 有 实数 M >0， 使 
得 |/ 可 < Mol 在 0, ноо) 土 成 立 ， 试 证 明 在 [0,+%) 上 有 
f(x)=0.。 

分 析 拉 格 朗 日 中 值 定理 揭示 了 导 函 数 和 原 函 数 之 间 的 关系 ， 
可 以 考虑 应 用 该 定理 将 题 设 条 件 化 为 原 函 数 和 自身 的 关系 式 。 

证 法 1 因 f(x) 在 [0,+%) 可 微 ，f(0)=0， 由 拉 格 朗 日 中 值 定 
BA |= |700). ENE -= |0) < М] (Дух 

当 限制 x e 《0,1/12M] 时 ， 则 有 

VEE 2, 0а <x 
多 次 运用 此 式 得 到 
Vass Ee s EN 

其 中 0<6, <£ cei < x< 1/2M 
由 ftx) 的 连续 性 ， 存 在 4>0， 当 xe[01/2M]， 有 |f(x)| 4. їй 
о <А/2°, п=12,— 

Апу ко, 881] (х) =0, хє [03/2м1. ВЕ уа, M 
У i-l i, = AER Ñ 
Е #Е-ЗЛ yr g) E52 ES у(х) = 0. ВТО Ер а] 
[0,-юо) E (х) =0 , 

证 法 2 因 |/(xj| 在 [0,1/2M] 上 连续， 由 连续 函数 的 性 质 知 ， 存 
TE x, e[0,1/224] 使 得 f(x1)= max |= 4 


Or/2M 
于 是 ао |0) + FE 9 |А 
«мла |2 < А/2 

所 以 4=0， 即 在 [01/2M] 上， f(x)=0。 以 下 应 用 数学 归纳 法 ， 同 
证 法 一 。 
证 法 3 如果 у(х) 不便 等 于 0 ， 则 存在 xo。e(0,+%) ， 使 得 
Гохо) 0. ЖЕ Р(х) >00. iO x, = іб Охо) Ë /(х)>0}, H 
连续 函数 的 局 部 保 号 性 ， 只 能 是 (х) = 0. (хо) 0) >0. 
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S gas ln f(x), xex) W 
lA ДРО жм 
故 g(x) 在 有 限 区 间 (x,x。) 上 有 界 。 但 是 
im ЛО) = /(х)=0,› lim б) =, РИ, MANERE- 

#19 设 f(x) 二 次 可 微 ，f(0)= f(D)=0， max /(х)=2, 试 证 
min (x) S-16. 

分 析 ”本题 是 导 函 数 的 估计 问题 ， 一 般 可 以 利用 泰勒 公式 在 合 
适 点 处 展开 来 解决 。 

证 明 ”函数 Fo 在 [0 上 连续 ， 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 又 因 最 大 
值 为 2， 端点 处 函数 值 为 0， 故 最 大 值 在 (0,D 内 部 取得 。 即 存在 x。 < 
OD, 使得 。 f(x0)= max f(x)=2 

于 是 f(xo) 为 极 大 值 ， 由 费 马 定理 有 (х) =0 

在 x = x, 处 按照 泰勒 公 式 展开 ， 存 在 4 n (ол) 使 得 

0= f(O) = f(x0)+ 0—0) /2=2+ fE 12 

0= /()= о) + О х0) /12=2+ "D0 хо) /2 


x r : 4 4 
因此 min С) min {E 7702) =) 
H xo € (0,1/2] 时 ， тїш{--®,- 2 J=- <- 16 

xo (1~x0) х 

4 4 4 
当 1120 时 ，min 人 二 -一 一 = 一 <-16 
ž x e[1/2,1) BP, min{ = “с? хо“ 


所 以 mia /"(х)<<—16 

例 10 如 果 f(x) Ега, Б) БЯ, (а) = f'y=0, W 
E FEE eab WRO TAO fal. 

证 法 1 应 用 泰勒 公式 ， 将 了 [(a + Бу] Еда, b ARI 


注意 到 Fe) = "(5) =0， 存 在 .7 а<&<(а+Ь)/2 <<, WA 


ED- TO TAG 
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E5- fi 
上 面 两 式 相 减 得 ， ro ла Ов аў асо 


AIf Cb) — 
a AG (a) нлр ele 


一 ay 
le, «ОЕ, ё=т. 
证 法 2 #/(ay= f(b)， p 不 妨 设 f(a) < у), 
了 (q) > УБ) 时 类 似 可 证 。 记 c= (а +b)/2 
ШЖ /(с) >[/(а)+ /)]/2,› |Р) - а = /(®)— Уба) 
© 2[/(с)— /(а)] 
W е + юго а ж, FEC, а<&<(а+ьЬ)/2, E8 


az 


A )= f(a)+ 27е zy 


所 以 Р OJA- РЕ >— fa)| 
-a (b-a) 

如 果 f(c)< [бау + f(b))/2 ， 类 似 可 证 。 

例 11 设 f(x) 在 [0,1] 上 二 阶 导数 连续 ， 了 (0)= rdy=0， 并 且 
Жах є (ОД), SOSA RES (ху <4/2. 

分 析 ”对 于 函数 具有 二 阶 或 二 阶 以 上 可 导 ， 且 最 高 阶 导数 的 大 
小 或 者 上 下 界 已 知 的 命题 可 以 考虑 用 泰勒 公式 。 方 法 是 写 出 比 最 高 阶 
低 一 阶 的 函数 索 勒 展开 式 ， 适 当选 取 等 式 两 端的 变量 ， 根 据 已 知 条 件 
对 展开 式 进行 放 缩 。 

证 明 ”因为 f(x) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 ，/(x) 可 以 展开 为 一 


阶 泰 勤 公 式 。 
Јо) = f+ о) ES EOE- ФЕТ х, „2 


间 。 
令 x=0， FEL O< <x Sl 


©) = гоа = җ) + + 20800 - ху) 
令 x=1， ЕЁ, 0О<&,<л„<1 
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ЛО) = f(xo) РОИ ~ x0) + rrea =x} 
将 上 面 两 式 相 减 得 到 
Ро) = Р) – 700) HG )xo SEDA] 
SAER Ја 
X хер, |O S4 FA 
Pas +@-х'1= 50290 -2л +1) 
当 ос, ЖАШ, 2җ—2х„+11 
Жы], ВАР хо 的 任意 性 ， 知 原 结论 成 立 。 
例 12 机/ 在 Ca +0) 内 二 次 可 徽 ， 且 
Mi = sup |79 о) ко, (k=012), (к) Зет (х), 


оо 


Е М2 S< 2 M.M, 。 

证 明 SEARE уо) + ов ‚ € fEx i x+h Z 
间 ， Ров го) РОВ 5 fm, пбх hi x Z. 
上 面 二 式 相 减 得 ， 
Sath f(x — h) = 2 f'GDh + ВДТ) "ОРГ 2, 
B27 08 = f(x +B) еВ) R LE- £"Gn1/2 
ВТУ, 2|/'Go|h < Fr -+e E2 

<2M, +k’ M, 

即 对 于 任意 的 及 ， 有 |f x) < М„/Е+АМ,/2 


m o. hM, P 1 MM Jg” кж НЕ h бара Ж. > 


M p Sh, зик, Жаа = J2M I / M, , RAG 
од < /2м„м, 所 以 MI< 2М„М, 。 
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例 13 已 知 函 数 了 (x) 在 区 间 (-11) 内 有 二 阶 导 数 ， 且 /(0)= 
0) 0, | < О) RE, ， 存 在 95>0， 使 得 
(5,5) 内 f(x)=0. 
分 析 ”本题 出 现 二 阶 导数 和 一 阶 导数 之 间 的 不 等 式 ， 可 以 考虑 
利用 泰勒 公式 将 /(x) 和 РА) 进行 展开 。 
证 明 ”利用 泰勒 公式 我 们 有 
fo) = РО) "(бух + fE /2 = "(ул 12 
Го) = /'@)+ "(mx = fox 
从 而 род гатар 
为 证 明 ху fE x ЭКА РИН ЖЖ. REH ТЕ [1А РА] 内 ， 
Ж |/ ОО] +|/'|ЛЕТ-1/41/4] 上 连续 ， 存 在 xo e[-1/41/4), EE 
Veti a= тах, О) М 


29а 
= ро |а A+ l 
орг 
фа |) 
= 2М/4=М/2 
亦 即 0ОжМ= М /2, ТЫМ =0, fE[-1/4./4] E /(х)=0ь 
例 14 W fO ОД] ЕНД. Рб) = О). хє(0Д), Н 
0<r 反 1 是 常数 ， 又 设 700) =0, Е /(х)=0. 
分 析 “ 易 知 函 数 无 穷 次 可 徽 ， 可 利用 泰 勤 展开 式 进 行 估计 。 
证 了 明 О) Лб), О) = Он = РО?) 
уто) Рх) ху, ao Г) = Ро) ... 
ЖФ О(пу Ж® n эс. НЕТЫ БАП, 
FPO) = 0 (п =041,2--), ром , xe[0,] 
将 函数 f(x) 展开 得 到 ， 


a pw 
дой = Г) + FO ++ у" ®(о, юу A 


其 中 0<8@<1， 从 而 得 到 


32 


ea < H o (п — +0), хє[0,1] 
因此 (x) = o. 

例 15 80) (о, оо) AEA RTTA RR, HRE (1) 
уо SM, М> 0 99 n = 012,5). (2 (7н) = 0. 
(п = 0,1,2,---). ЕЕН 了 (x) = 0. 

分 析 可 以 考虑 用 函数 的 泰勒 展开 式 对 函数 进行 估计 。 

证 明 可 以 先 证 明 对 于 任意 的 非 负 整数 天 ， 存 在 单调 递减 收 和 敛 
于 零 的 数列 和 全 х > xk + В (х,)=0(т=12,-). 

由 已 知 条 件 (2) R, 24k = ОВ, HERL. REK = m 时 成 
立 ， 亦 即 存在 单调 递减 数列 {x"} ， 当 nn->w 时 ，x” 一 0， 而 且 使 得 
/“?‹хту=9 (з=12,+), WERKER, FE e(x”,x”), 使 
得 990 y=0 (n=12,--3 , ЕЖЕ ЕШШ, 4 n — оо М , 
x" 50, = т 时 结论 成 立 。 由 数学 归纳 法 知 要 证 结论 正确 。 

由 中 (x) 的 连续 性 可 知 ， 了 中 (0) = 0 (= 0.42…) ARRE 
勒 展开 式 得 到 
Же) = S(O + f'(Qx/1 Ox лт — D! + F Ске Гат 

= f) (@c)x" /nt 

ARAZ Cl) 得 到 

Ро «мр n! (л =1,2,) 

п ә oo ШИВ (х) = 0. 

例 16 证 明 等 式 lm "Эа = 0(p>0) 

分 析 可 以 用 积分 中 值 定理 进行 估计 再 求 极限 。 

证 明 1 由 于 f(x)=sinx/x 在 {n,n+p] 上 连续 ， 函 数 g(x)=1 在 
[n,n+ p] 上 可 积 且 不 变 号 ， 故 由 积分 第 一 中 和 值 定理 ， 存 在 


d= pŠ 
Sa ё, 


пер sin x sin ғ. p n+p 


£ efn,n+p]， 使 得 dx= 


noda 


此 Iim ра = lim р 
х 


эю 


sing, .0 
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证 明 2 Hi g(x)=sinx 在 [n,n+p] 上 可 积 ，Jf(x)=1/x 在 


[n,n + р} Беи НАЗЕ, ВТЦ, В 


é, є[п,п+ р], 849 


р" sinx 
n x 


n—xJn 


此 lim |°” sinx 
x 


dx = i sin xdx = 1 (совп -cosé,) 
nhn n 


dx = lim 1 (cos —cosZ,) =0 
En 


0117 设 f(x)e[a,5]， 且 单调 增加 。 求 证 : 


= 


[oox > > 


гоа. 


ын BRAA HEEM. 
с-а 


тосе 


a+b 
= о (x— 


+b b 
> M (ade + L. 


бад < 48 оу 


=- se 


Á = za) 


зж, 积分 第 一 中 
积分 区 间 上 是 不 变 号 的 ， 本 题 的 证 明 叶 


D, peg) 29 


LEDSEN 20 ci 


(0 - B-a 


bh 值 定理 的 要 求 被 积 函 数 中 至 少 有 一 个 
Ph 明 然 被 积 函 数 的 两 个 因子 都 不 


а+Ь b a+b 
тај) 


为 f(x) 单 调 增 加 )。 


是 不 变 号 的 ， 但 是 因子 fx-(a+b)/2] 只 有 一 个 变 号 点 ， 可 以 通过 
以 便 应 用 积分 第 一 -中 值 定理 。 
为 A(x) 单调 增加 ， 所 以 


使 得 在 每 一 区 间 中 


证 明 2 用 积分 第 二 中 值 定理 。 因 


3£e[a,b], 149 


РА 50), 


积分 第 二 中 值 定理 知 ， 存 在 


子 在 


分 段 
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Te- 


= fafa- 


2°) уа 


ахь 


)4х + Ge- 


ats 


= као - 


-0 а. 


b-ë 
526 


-£ 
2 


SSON) 

例 18 
f@)= sÈ )， 2р, 
Р) =0 


а) 20. 


Зах + FB) а) [e = 


2а, 


ate 


Jdx 


-e-o 


Ж f(x) E [02] 上 连续 ， E (02) Е, H 
flx)dx=f(2) 。 证 明 : 存在 


一 个 ge(0,2)， 使 


分 析 ”在 题 设 条 件 或 欲 证 结论 中 有 定 积分 表达 式 时 ， 可 以 考虑 


先 用 积分 中 值 定理 对 该 积分 式 处 理 一 下 。 


证 明 О) 2р) 2х01-1072) Ор = 70), M2<n < 


1. 
7) =0. 

又 Jo 在 [0.472] 上 满足 洛 尔 定理 ， 
使 了 (6)=0。 由 此 可 知 (д) = 06) 。 


再 对 у(х) 在 [5,5 上 使 用 洛 尔 定理 ， 


Ge) (0,2), 使 1"($)=0。 
例 19 


设 fx) 在 [0,1] 上 是 非 贷 、 


+ f(x) 在 [wm,2] 上 满足 洛 尔 定理 ， 即 存在 


—14 е(2), Ж 
FETEI 4, e (01/2), 
于 是 存在 


单调 递减 的 连续 函数 ， 日 


O<a<b<1, WEH: [Gx)dx> 人 fC)dr 。 
of p Jo 


证 明 由 积分 中 值 定理 


[лда = аа) айа), & «10,41, 
[лодак = ауу у (ауа), é elab] 
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ip 1 è 
zh /ae лар sh убу > лода 


а a 
# одак о). 
例 20 (х) 在 [0+oo) 上 连续 可 徽 ， 且 Jim (f) + f(x) =0 , 
证 明 lim /(х)=0- 
证 明 SFOS /(ху+ /'(х), We F = [е Ор 
对 于 任 给 =>0， lim F(z)=0, 故 存在 zm > 0， 当 х®х/Ё}, 
E 
Fe<z А 
EF | еда = (е Таг е^ /(х) – е оь) 


| Í e! F(D)d# — e*° Ухо) 
从 而 ge сл 


EEE те") езу) сва 
е“ ex ° 


对 固定 的 x ， ко ИНЧЕ X хх. 
е 


Ее" —е*)| 
PD 
=|F(Ə|+ а ске 
由 极限 的 定义 ,得 lim о) =0 


例 21 设 fO 是 [4,68] 上 的 连续 函数 ， 且 对 任何 闭 区 间 
[а,8]< [a,b]: < мі6-а}°. Ж, M,6 为 正 的 
常数 。 证 明 /(хХ)=0 (ax 所 bp)。 


у> X WJ, е Ро) ге" 


ех (хь) 


e” 


EE r> В, (О) 
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证 明 {Ra e (a,b), Pa = 0446-12.) 
Mate, <b, He, 一 0 (k +e), ЕИ 
E лода ма", (612,0). 
男 一 方面 ， 据 积分 第 一 中 值 定 更 


rt 


J(x)dx 2,000) о є(а,а + E,) 


从 而 оа, < Meg» (k =1,2,) 

$ кә но, /(G,)—> 0, Xa — e, f(x) 连续 ， 此 
Г)=0, ha e (a,5B) 的 任意 性 可 知 ，f(x)=0 xe(a,b) 

再 由 f(x) 在 端点 处 的 连续 性 知 f(ay= f(b) 

因此 f(x)=0 Сахр) 

例 22 设 a>0,8>0,0<a<b5， 证 明 下 列 不 等 式 


К sin(nt— dlc 


. cos(nmi 


证 明 жы” @>®) 


nr 


因为 gm ей so, 所 以 gw рз. JH 


P” т 
t= t(z) 表示 它 的 反 两 数 。 则 
dt ай a а% эа(а@а+18 dt 
do C m =} 20, Ча? =@+ = лі? da? 
人 
па nb 


[авои -ar = { ч sinnade 


d: ть. 
= р sina wdw 
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dw Е 1 а 
барі) "Cr eesna) |P 


ав 


трат ) [соѕиат, — cosné1 


=-®1+ 
n 


f sinnt -Ad < ÑLleosnm, —cos пё| = 2, 
а Га п п 


上 上 面 两 个 等 式 不 可 能 则 时 成 立 ， 事 实 上 ， 第 一 个 等 式 只 有 在 
cosnm, cosn =0 时 成 立 ， 这 人 时 第 二 个 等 式 不 成 立 。 于 是 我 们 得 到 


ser Ж < 2 。 同 理 可 以 证 明 第 二 式 。 
4 Ё 

#0 23 Ш f(x) а — E X. E B) Z ВР [0.1] Еа H 
POJEM, 0<x<1, эу „Ёл. 


所 以 


证 明 * z = р" таа ) ， 由 积分 第 一 中 值 定 理 ， 
= Т] 1 
Ет, [СЇ Ж, 使 得 | ORS 
由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 得 到 ， ER eot 使 得 


Fad- SÖ = о» - (д) 
п п 


FE |= уа) 709 
п п 


ред 
п п 


У je К} le м 
从 而 有 ， уса 5л | x 
例 24 уы м} 上 连续 ， 证 明 
lim [一 = — f(x)dx =л/(0) 
к p? 
证 阴 к 
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1 h š 
Е lim p arctan = j =m + == 
此 只 需 证 明 йт fi 和 GO- JZ(0)|dx = 0 


这 由 а^ рил лош 


im 
har 


in 
hm 0700 ЛО =0 


кеттт 20700-50060 


三 式 即 得 。 
上 面 的 第 一 式 由 


Е f 
Í х лоо лем < zu кв a 
h +x 1 х 


-1 


= 2M arcan = с 0 (h—0+) 


аш. жм 是 函数 го) 在 [NI] 上 的 最 大 值 。 河 理 可 以 得 到 上 面 
的 第 三 式 。 由 积分 中 信 定 理 有 
[т 009 Oir EA Oan уч; 


ЕЕ (п 0+) 于 是 得 到 第 二 式 。 
例 25 设 f(x) 是 I0,2x] 上 的 连续 函数 ， 证 明 
tim f? уоуыаты}йх= 2 [7 лодак 
证 明 РНЕ лп, A 
Í reo алк = $ fi у, finni 


ШЕ HEERA saa «2а Е a 
J „Гузал SEG „пт 
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我 们 注意 到 
2! п N (2k-Drzm mkin А 
f, [їп nxjdx = j in пхйх + Í [йплх}ах 
2(k-lXr n 2 (k-lm лл (28-1! 
A le Ankin 
= sinnxdx 一 sin лх@х 
Rki /n (24—1)ж Ум 
lm. L m. 4 
= —[sinsda: + ~ fsintar =— 
no mo п 


MA појак E rE 257 ean 
k=l k=l 


其 中 ж, ania, aE, т уро RARR, 


п 


CEDA] КЖ ПИЯ, Н.н ә со, Ах,-›0. 所 以 
lim [ш Гата = tim2 5 yG), = 二 [ох 
im 92 元 


23 自 测 题 及 提示 


2.3.1 AMM 
1. а 22+... (17 02.0, ШЕҢ аусозх + 
3 2л-1 


жа, cos(2n —1)х = 0 fE (Or /2) 内 至 少 有 一 个 实 根 。 

2. 设 了 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ， 且 在 (a,) 内 可 微 ， 证 明 在 (a,5) 内 至 
少 存在 一 点 <， 使 得 2E[f(b) ~ a= -a SNE) < 

з. 设 了 (x) 在 [0,1] 上 可 微 , 且 f0)=0, О] < муо). М 
是 非 负 常 数 ， 证明 f(x) = 0. 

4. 设 f(x) 在 [a,8] E p+ g 次 连续 可 微 ,在 (a,b) 内 有 p+4g+1 
阶 导数 ， 而 且 уба) = а) == f? (a)=0, О) = Ф) 
= (6) = 0, ШЕННЕ (a,b) РЕКЕ, бу”? =0。 

5. ЖО) [хх] Бай, B.0< x, < x,, Y&MEHH 

1 х x 


Rx) ЛО) 


= 700-966), y<< 
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6. BSO) 在 (0,+00) ATH H О) + О 0, iE 
HE lim /Оху=0 
7. W РО) Га, БТР PL B) нъ, Н (а) #0, 


mipan 
证 明 泰 勒 展开 式 f(a + h) = а а) 00 
Ro): 
О Уак) руе за img =1-— 

ГЕ 


{л —1)! "ўн 


8. За, а-а, 满足 条 件 姻 + 至 +…+-e 0, ЕНДУУ 
1 2 n+l 


Bastax+ tax =0 至 少 有 一 个 实 根 . 

9. Вх) ÆT (осоо) 上 连续 ， HRE ло) = рро, 证 明 
/(х)=0 С—о<х<+оо). 

10. йа>0, fO) a] 上 连续 可 微 ， 证 明 

L р а 

0) ea еза. 

11. #2>0, O<a<b, EHAO., || <1, 89 

-A 
fs ахах 20. 
а х а 
232 ВЕНЕ 

1. 构造 两 数 a sinx + ЖЕ sinax +++ 


利用 洛 尔 定理 即 得 。 

2. gos, H SOA go PHR A e BEEBE 

з. BERKU H A ЧЕН ДЕЛЕЛ AREN 

4， 多 次 利用 洛 尔 定理 即 得 。 

5. HRR (х) = Р(х) v) lix ER [x] EAR A 
微分 中 值 定理 即 得 。 

6. 利用 极限 的 定义 以 及 朵 西 微分 中 俯 定 理 对 函数 进行 估计 即 
得 。 


а, 


1 sin(2n —1)х 


41 

7. BA EAT VEN E ñi 38392 НТ. ЭЗЕ ИАА 
解 出 吕 的 表达 式 ， 再 求 极限 即 得 。 

8. ЖЭШ Fl = ao аха аук". BARA рода. A 
利用 积分 第 一 中 值 定理 即 得 。 

9. 对 Fa 的 泰勒 展开 式 并 利用 积分 第 一 中 值 定理 估计 ГОО 的 
大 小 ， 再 求 极限 。 或 构造 函数 P(x) = /ae ， 利 用 导数 的 性 质 也 可 
以 证 明 。 

10。 用 积分 第 一 中 值 定理 和 牛顿 莱 布 尼 歼 公式 对 /(0) 估计 即 得 。 

п. HR /Co =e 名 /x ， 由 积分 第 一 中 值 定理 即 得 。 


第 3 章 不 等 式 


3.1 内 容 提要 

不 等 式 在 高 等 数学 里 面 发 挥 着 极其 重要 的 作用 。 对 于 深入 研究 
数列 、 函 数 性 态 、 判 断 级 数 敛 散 性 等 方面 ， 不 等 式 都 是 不 可 缺少 的 。 
本 章 站 在 探讨 高 等 数学 竞赛 中 常见 的 -一 系列 著名 不 等 式 及 一 些 经 虎 不 
等 式 题 目 。 尽 管 现代 数学 中 不 等 式 已 经 发 展 成 为 -个 庞大 的 分 支 ， 人 得 
对 于 目前 理工 科大 学 生 而 言 ， 熟 练 举 担 本 章 的 不 等 式 内 容 是 非常 重要 
的 。 本 章 大 致 分 为 数 项 不 等 式 、 微 分 不 等 式 、 积 分 不 等 式 、 函 数 不 等 
式 四 部 分 。 由 于 知识 上 的 联系 ， 它 们 之 间 有 时 互相 渗透 。 


3.2 例题 解析 
例 1 若 x, eR',i=12,.……,n BT LUS, Zn, FESE 
i=l і=1 


权 当 x = x, =…= x, = 1 ВАЗУ. 

凸 函数 的 几 种 定义 及 其 关系 

定义 1 WBS Оо) хе. Ж f(x) E Б, А H 24 
Ухх, € 1 K 4 < (0,), 有 


Ох + @—4)х,) © Мо) + АО) 《3-17 
定义 2 Ж (х), хе. ЖК РО) ЕГ ЕЗЕН. "4 H 24 
ма el 有 J) < JDT Л) (3-2) 


EX3 ERA /(х)„хє 1. Я f(x) fE T Бтв, SERA 
Vx, xy s, x, EL, A Cjensen 不 等 式 》 
уй у SDH fos) tt) (3.32 
n 


n 
评注 ЖЕШНЕН БЖ rh scu O<, ДЕ R ЖП 
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定义 。 

命题 1 定义 2< 定义 3 

证 明 定义 3 一 定义 2， 显 然 成 立 。 下 证 定义 2 一 定义 3 

(1) 由 式 〈3-2) 知 式 《3-3》 当 n=2 时 成 立 。 则 n=4 时 ， 


有 
atr | Xy +X. 
yB а аул f€ = + 2 5 
4 Д 2 
<C e A 
2 
< G) озун Лаз) + fe) 成 立 


当 n=2* 时 ， 应 用 式 (3-2› 大 次 可 得 
зуду ха CD) + Ce) tet f(x) 
{ 


)< 
2 2 


这 说 明 式 (3-3) 对 一 切 x = 2 成 立 。 
(2) ЖНА н, ВЗЕЛА, 0En+k=25 ,此 时 有 


a < ху) + оъ) а) 


A n+k n+k 

在 上 式 中 令 = хз S л AEE, дит 
Xr +X) ++ X, Eata tta) 

s 27 ) 

оға» s 

> n+k 


所 以 A 


命题 2 Ж (x) 为 连续 函数 ， 则 定义 1 必定 义 2，3 
证 明 定义 2，3 之 定义 1，Yxiyxa € T 


nta turtas ХО) ЕЛО) уу, 
л» 


п 
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a> 当 4eQ 时 ， ФА =4/р,(р,д) =1, Ж 
Лх +@- йул) = /(® 1 Sy) = С Р 40%, 
Р Р р 


ра) я ула уң, 
五 P Р 


=+) 成 立 

D 当 4eQ 时 , RA jeg, THiim4, = 4, ДИН O) 知 
РО + (1— А„)х,у E А„/(х)+(1-А„)/(х,) 两 边 取 极 限 得 ， 
Ох, +(1—- A)x;) < AN) + (1— A) f(x;) 

命题 3 设 f(x) ора, ШГП 16, Ж 


pe ЄК, =12,....n аур, = 1. Ш) Yx, х.х, e171, 有 
£= 


f(x) Ўра). 
k=1 k=l 
证 明 时 也 分 PPp，……P。 均 为 有 理 数 及 不 全 为 有 理 数 两 种 情况 ， 


请 读者 自 证 。 
命题 4 щу) 20 OAR 


例 2 《Cauchy FER) аЬ) > аһу. ЖЧ 


过 


asb; e Ri = 1,2, n. KARHE = =... = 和 时 等 号 成 立 。 
b b, b, 


证 明 运用 Jensen 不 等 式 。 没 f(x)=x?， KA 
了 "(xX)=2 20, FTA f(x) AR 


u (px Ep ‹з-4› 
i=l 1=1 


АФУ p =l p, > 0-1,2.) 


5—8 Е q... q. F pe = 41У =1д2, зп 。 则 代入 式 
气 


(3-4) 有 
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Фа) „Ха 
izi 


= Фан < aba? x 


Фау Èa 
= ыб =й Ма, i i=1,2,.....n WA 
аз =} а? Ув (3-5) 
BAR 64) maw. иҗ = „=, Bx саль, MCN 
a jb =a,/b, =---=a,/b, 时 式 (3-5) 等 号 取得 。 


评注 1 Е ЕА — 12,.-.. n) 只 能 取 正 数 。 事实 上 ， 从 
Cauchy 不 等 式 本 身 来 看 ， 取 负数 更 成 立 。 
评注 2 柯 西 不 等 式 有 积分 形式 
(Сдв одб)? < [угода дах 
其 中 f(x), g(x) e C [ab]。 
бїз METES Brr a, DAER, Wi 


УЭ (Уп >x x; сх, >" 。 
i=l dzi i=l А; 


例 4 (Bernoulli 不 等 式 ) 
@+х(1+х,)(1+х„) Z 1+xi tx; вх, AEP x G = 12... nyl8) 


号 且 均 大 于 一 1。 

Ф 24 x = x, =-= hk, A ARY 2 1+nh, h>-1., 
此 为 经 常用 到 的 著名 不 等 式 。 

例 5 (Minkowski FÆR) 


n 1 "i 1 а 
D а) + БУ 2 аЬ)" 


1 1 1 
D c [ona + а? одао" > олово 
Жер у(х), gae Са, 
化 简 整 理 后 ， 运 用 Cauchy 不 等 式 即 可 证 明之 。 
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e 

24а 
Фр 


fl 6 


(m 


(2н D! 


(29)! 
(2п Dn 
Ол)! 


, 则 


пъ! Cr+ Dp, 


120-1 


2п 


从而 万 
例 7 证 明 


(2 


2n+ 


其 中 ne N,n 222. 


1 < (2n—1)!! 


3л +1 
< 


Qn _ 1 
(2m_DU2n Апр, 


1 - 
2 
1 
2 


1 
< 
М2п +} 


п)!! 


2 


分 析 经 验 告 诉 我 们 ， 此 题 可 能 与 定 积 分 “n 等 分 ”有 关 。 可 以 
运用 函数 了 (Xx) = х" KRR. 


证 明 ЖЕ Ж (х) =", 


为 严格 凸 函数 ， 如 图 
我 们 取 一 般 位 置 ， 即 


я-2 


Р(х) =n(n—1)x 
3-1 所 示 ， 线 段 OA 被 n S$, 
某 一 等 分 〈 见 图 3-1》 进行 讨论 。 


>0 , # fO) 


记 阴 影 部 分 ， 即 小 | 
面积 为 si， ай 
mis - [ax = 


1 


n+ 


折线 OB 与 线段 DA,AB 所 


ARE aceb, 的 面积 为 5 ; 小 梯形 qicicsb, 的 


站 之 上 曲 边 三 角形 的 面积 为 51， 
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显然 有 如 下 结论 : (1) si <: (2) Уу =S = 


n+l 


(3) 

` L 无 一 1 Еһ і 
>s = Oraina Soi 
"967 -9 


利 тита 告 论 ， 即 可 得 到 


3n+1 
t< DPB +--+(®у' 
2п+2 п п п jA 
另 一 方面 ， 如 图 3-1 所 示 ， обо A 


Ааа,Ь, = АЬ, Ьа, 线段 ab, 与 弧 图 3.1 
а,Ь, ТВ ЈЕ 5, # A a,a,b, 所 包含 ， 
因此 Ss < Sisa s: БТРАз, tS, < sy Зу, Bls; < St Sanaa 
и Ds < Dis + Sasna 

1х л 1 1 
о > < зра (3-6) 
n КАЕ Ж ë Ab,ba, 高 的 总 和 为 1， 府 边 长 均 为 Wn ， 因 此 
Xsusa эр, RAR 03-62, 363848 


Qy Qy ++ <2 证 完 
例 8 вило аруси, H у(а)= f(b)=0 Ж 
[з 
分 析 依据 题目 条 件 有 要求 应 把 f(g)、f(b) #E x= (a +b/2 
点 处 展开 ,或 者 把 уга + Б)/21ЖЕ х = axb 两 点 处 分 别 展开 ， 就 能 


找 出 正确 的 解决 方法 。 
证 明 fE f(a). f JO (a+ 点 处 展开 ， 得 


ат» ar -42 a+b2 


LD = Iet 08-6) +5 оа -ey 


"Од <В, ШЕВА 


= ф-ау. 
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atè ; 


паву учы.) 


кн сша > b, s set a 

因为 f(a)= f(b) = 0. 两 式 相 加 得 
0=2 (а +a)72]1 (6 — a) О) + KEDI 
maan (< @=# eE (ау 


8 
wit =o 证 完 


例 9 Сх) ab EE | м, Н Ка + Ь)/2]= 0 Ж 
(b-a ШЕНН}Д(а)+ ADEMA 

证 明 fa) ЛО) 分 别 在 x=(e+a/2 点 处 展开 ， 结 合 
Д(@+й)/2]=0, 得 


га) pE a-EB уа Y 
sos уь 910.1 rane- 


两 式 相 加 ， 得 
а) Ф -a UG) + fx) 


有 |) SO EEA 


2 
<d 5м < 证 完 。 


例 10 R f Elab) ЕНЕ А, Н f(ay=0, ШЕЯ 


2 
[re < Ep Wa, 


£ ВАЛЕ Н АЖИ (х), KA f(a)=0， 我 们 想 
ВАФА Дх. {НДЕ /(ху= 《EXx ау P. E) 不 能 被 积 
分 ， 于 是 我 们 想到 уа) Гоа, Од 与 f(x) 之 间 的 关系 。 
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证 骨 ”因为 f(x)= сов, IB Cauchy 不 等 式 得 
Ро) = удао < [дш ra 
<G-a[ r dr 
两 边 积分 得 
Feo ру сода [e aa = CD рза 
例 1 BARS f(x) e С[01], R.Vx,y e [01], 5 
А 1 1 < k M 
-o< М|х- y|, HEH рода уусу <5. 
分 析 。 因为 函数 连续 ， 所 以 在 比较 小 的 范围 内 变化 不 大 ， 故 可 
把 积分 区 间 n 等 分 ，/(x) 在 每 … 个 小 区 间 上 的 积分 与 相应 的 J) 
比较 。 
А b 1 < k 
证 明 ei rep! 


= Ë nk 
=È ja rod- $ je ла 
ка ха 
ЗИ k ” Ë k 
лоо СЭМ» |< уз fE treo Са 
ki 7 i 
n t k s „Ё k 
«уло Св У {еМ x- 
k=l n n i п 
м (Ë -M 
m} k. С) = 


例 12 设 Jen 0, хе[0/], 则 [f(x dx < аузу 


分 析 ”由 条 件 知 道 该 酌 数 为 蔬 函 数 ， 可 以 用 Jensen 不 等 式 来 处 
理 ;， 勇 外 ， 该 函数 存在 二 阶 导 数 ， 故 又 可 考虑 泰勒 展开 。 
证 明 1 因为 ,AD <0, teo 
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所 以 f(D) 为 四 函数 ， ж/о) < ГЭЭ, 
di i=l 


2 in, Е і 
ж, =з] толо < rad 
Елата нан y(x2y E n 个 0， 区间 上 等 分 点 处 值 的 算术 
平均 。 其 极限 显然 依 黎 曼 积分 定义 为 上 rz2dx 
两 边 取 极 限 ， 得 
оа < поа ЭЛ) ло) шж 


证 明 2 把 f(x ) 在 x=1/3 点 处 展开 ,得 
zda Fx Del Frey - 1% 
лое) ND —-д+у "Фо - 


ALO втш о?у SGO -P 

两 边 积分 ， 得 

i „1 iando 2 1 opd аа 

Јоде < лое ере а Л) E 
例 13 Až f(x) eCa, b], Вій 

ах +@- да) Sf- Ороз), RE 


5) 


22 =L OLES Lasso 


证 明 (1) K =E@-a+ak=l2n 由 Jensen 不 等 式 得 


yh taa tunta, < Лако) а) 
n 


п 


ы (п +1)(Ь-а) 1 b-a 
mg бач Um =т= уо) 
两 边 令 пэ, @ 
22, 


л, =L одах 


x-a b-x x-a 一 
brp asis лу O 


D fG)= fG 
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аж уду 
-а 
两 边 积 分 ， 得 [rega EO ро ш, руса 
ја b-a ja la 


Ü) Q + fb- 


ю Јов < ro 证 完 
例 14 RRRS >0，/"(x) <o, MW ye) < р2- оу 
证 明 1 设 函 数 在 x = х, 取 最 大 值 ， 把 最 大 值 点 在 任意 点 处 展开 
Гол) РО + "Од A 


= (о) + о), — x) 
两 边 积分 ， 得 
FG < лод роб = dx 


Ш Фао) < одах, |да f afaa 
= fda tL Fb) Flo) -xd O 
усё — (b— 4) (0) — (za —a) Fa) 
=2 È f(x)dx 


# aosi /dx 
由 于 lxo) 是 函数 A(x) 的 最 大 值 ， 从 而 有 
VOETE [rod vxele,b] 
b~a 7 
ШЕЕЙ 2 vpn WE aS < x, <А. xean] A 


Fos Ex + 
x, —x, 


x2) 
ža 720 


> X-X 


Xa- x 
0720 


Хх) + f(x2) 


| 
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两 过 积分 ， 得 
[год уо) убы) 
8х, жов. 即 fxo) = max f(x) 利用 上 式 ， 有 


[Ода 2 EL + у(х„у] 


Erot дару ran 
黄 式 相 加 ， 得 
[лода > 24 00) EE дау у 


= PZ ы) 
M Fa) [| уооФх›, ME Sf) max f(x)， 因 此 ， 有 
b E a veja, b] 


res [rey vx e [a,b] 
例 15 Ж у(х) Ea] Бе, Н Co 20. X. 
хеме) ХИНЕН, EL fifle => л! [waynan А 
а а" 


分 析 RETARA R, TU Jensen 不 等 式 就 是 联系 


ARREDI ATR. 
证 明 把 [0,4q] 区 间 等 分 成 a ANRE, Нр ЈАР HA 


Hts i=1l2-.n, ISA x= u(048x, =uGt), i=1l2,.-.,n 
KIA "Осу 220, fO) АИ Ж 


B r> Еш true > ЛЕ} иф] 
alga l a< 
у C = fz ` яхи } 


两 边 取 极 版 ， 得 
[ушш > /IL [ой] ure 
ado а 
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#116 BEAR O) Elab] ETN EAEE, A 


AD = 7 四 =9， EN 00 ar> 


分 析 题目 中 rzx) 处 于 分 母 位 置 ， 不 便于 积分 ， 应 当 通 过 放 缩 
消去 分 母 。 另 外 ， 应 把 WO 与 了 "(x) 建立 联系 ， 从 而 f(x) 又 可 与 
(x) 在 题目 中 的 条 件 f(a) = f(b) =0 建立 关系 。 

证 明 е0. = max rey 则 易 知 ro € (a,b) 


xe[a.b] 
在 区 间 [a xo Lixo ,b] 上 分 别 运 用 拉 格 衣 日 中 值 公式 ， 得 
Го) у) ғ) 


Ра) = x, € (а,х) 
x — уса 
/'(х,у= гө а) -he x, E(xo,b) 
b- x b- xo 
Ше |, 1 pp 
因此 De = [теж >= [leo 
7 тож 
ао 80 -L 
Xg x a 
усы, 1 = b-a 
M Bb-xo x-a (b-xo)xo -a) 
4 клеш 
kaw 证 完 


评注 ”本题 最 后 一 步 并 非 由 于 x 能够 取 到 (a+5)/2 得 到 的 。 事 
ЖЕ, хо 是 既定 的 ， 但 这 并 不 妨碍 (58 一 xoJ(xo a) 有 界 。 例 如 ， 不 等 
式 ышл/3<1. 显 然 子 sIom /2] 为 一 常数 ， 而 sinx < 1, 
Ухє[02 2/2]. 

#117 (х) 在 [a,b] 上 有 连续 导数 ， 则 有 

1 РЯ 
Igi Дубан Дон > max [ло 


分 析 连续 函数 在 闭 区 间 上 能 取 到 最 大 值 ， 即 有 
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[Ро] max |): Н PAER, fo) -= лое , 


пах 

Ж, хо. хүр ЕА, 
证 明 |7001 тах |709] xe € [a,b] 
уо Слові xı e[a,b] 


车 x。，x 两 点 重合 ， 即 最 大 值 与 平均 值 相 等 ， 可 知 了 (x) АБЖЕ 
数 。 此 时 命题 显然 成 立 。 若 ze ， BADEA. Aia <a W 


[еж > [ож >1 саре оа f) 
=e- E] 
因此 ， A+ Оо 2 ro) 


即 г Јак ДСО > may еск) 证 完 


xe[a.b] 
例 1а Ж /Co 在 [0O，1] 上 有 一 阶 连续 导 函 数 ， 且 
70) = f(D=0， 求 证 | [лода 1 max Fo: 


分 析 4 M- max [ro 由 拉 格 并 日 中 值 公式 ， 


хє[0,11 
Ло) /'@ф)х ， 运 用 此 式 估计 f(x) 在 [0，1] 上 的 积分 ， 经 验证 ， 这 
是 很 粗粮 的 ， 而 且 仅 仅 用 上 了 条 件 f(0)}=0， 而 fQ)=0 没 用 到 。 
证 明 令 Mmao ， 由 拉 格 朗 上 日 中 值 公式 ， 


xe[0.1] 
fO) РО) f£'(6 Xx -0), КЖ (0) =0, О) = EE 5 
又 因为 M= тах Co， 所 以 -Mr у) < Mx 


[9,1] 
在 0 到 1/2 之 间 积 分 ， 有 
- M [ax < [оа < мха ар 


1 12 i 
-gM & |. nM (3-7) 


дн BH PEAR 
О-О) 7 )0-х) 联系 f(1)=0， 有 


-ADESEA В M= max |а) 得 
-M(1— x) < f(x) < М(х) 
在 1/2 到 1 之 间 积 分 得 


1 1 1 
--M < s- 
к Гледах М 
д 1 1 1 
R (3-7)、 式 (3-8》 相 加 得 -7M < froda <s 


即 ррлода м 证 完 
例 19 设 x>0,y>0， ШЕВ B> a> он, 有 
i L 
(х° +y > (х^ + x ° 
证 明 (1) 当 x=y 时 ， 不 等 式 成 为 
(0х°)'& > (207)? 即 21* >2"?， 显 然 成 立 。 
(2) хт ун, Ж у> х > 0. ібс= у/х>1 
设 .AD = (G +y)” т>0 MJBR4 6163229 
KDS д<=<8 
故 只 要 证 (г) ZE (0, +оо) 上 严格 单调 递减 
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(3-8) 


而 f(D)= x(l+e)' Ke gte)", х, ДИЕ 


ECE) ЕНЕНЕ БАНИ PT, 
而 gD= ау г@+еуш@1 +e) <0 
ña+e) 
(Е, ВТЕ f (t) = xg(t) 也 严格 单 减 
所 以 当 0<a<B 时 ， 有 f(a)> ОВ) 
HD (x E > + 
例 20 证 明 ху<хшх+е” (х>0) 


分 析 ”证明 函 数 不 等 式 的 一 般 方法 为 构造 辅助 函数 ， 其 基本 步骤 


为 求 导 ， 确 定 函 数 单调 性 ， 代 入 初 值 ， 确 定 大 小 。 
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证 明 ”构造 辅助 函数 
Р(х) = хах хуже’, Ж, 得 f(x)=Inx+1-y 
(1) чхе аў, 有 f'(x)>0 
此 时 х) А БЭ, АРЫ ZO) > fe =o, П 
xlnx- xy +e” 0 (3-9) 
(2) 当 0<x<e” 时 ， 有 .fx)<0， 此 时 ，f(x) 单 调 下 降 
ВТА РО) > ze)=0， 即 


хЇпх-ху+е” > 0 (3-10) 
结合 式 (3-9、 式 (3-10) 两 式 ， 对 Yx >0， 有 
ху < xlnx+e” 成 立 证 完 

例 21 RAK у(х) є Cla, b], FEAF, 满足 0< faM MI 


2 4 

人 freoeosrdto + Ср убхугахйху* Оа) 
> (ffa 

эм ”此 题 看 似 可 以 运用 微分 中 值 公式 加 以 解决 ， 也 实际 上 ， 
(x) 在 定义 域 上 仅仅 连续 ， 并 不 一 定 可 导 ， 故 此 法 不 通 。 由 于 只 要 
b>a 不 等 式 就 成 立 ， 故 可 把 二 作为 变量 来 处 理 ， 因 此 可 以 用 变 上 限 
积分 来 解 。 

证 明 ”构造 辅助 函数 
ке) = (| FGOcosxax) + { fx)sin xàx) + 


求 导 得 到 
Е) = 2 f(cost Í /(х)сов хах +2, S Osinef f GD)sinxdx + 


2 4 
KUD fro, 


HED aff годах 


ОИ 
а) ооу ren -oor lax 
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2 3 
— -24° fu = cos(x — t)]dx 


з 
-2м°@=4__(6-у+ащ‹- ауу «зар 
@-ау' 
令 Sg(D= 6 —(—a)+sin(t—a), M 
2 
gos @—®--1» оо а) (3-12) 
g"(ü)=(t—a)—sin(z—a) 20, t>a ‹3-13› 
由 式 (3-13) 知 go 单调 上 升 
所 以 g) 2 g'(a) = 0 (3-14) 
由 式 (3-14) 知 8(D 单调 上 升 
所 以 86) > g(ay=0 (3-15) 
由 式 (3-15) 知 


Е) 22 2M2g(0 20, AAFO 单调 上 升 
结合 b>a, f F0)2 FG) B 
2 Й 
“лод cos xdr) + Pfsinxdx)’ + — 
> одао 
例 22 #хє[01,р>1, MJ 2 ?x?+(0-x)? =1 
证 明 Hyf) 
Г) = px”! — р(1- ху”! 

* f'e)=0, Зх 172, “reli, ух) <0 
ш xe(1/24]8f, 0х) >0， 所 以 1(1/2)=2"? 为 函数 的 最 小 值 。 


又 因为 /(0)= f(D=1 , Д2 х (1 х)" SI 


зз 自 测 题 及 提示 ， 

331 自 测 题 

i 1. 证 明 а+ у еса ут пем 
я п 


2. 证 明 ое 1+1" <2 пем 
п п 


3. 证 明 лу >т 


д. EH 2MH1..-(2n)!>[(n +1] 


5. 证 明 1 7+ L ++ 1 ;< npeN 
(+1) {r+2) Garp n 
6. 证 明 06-14212 пем 


а+ 1y 2n 
п 
s 


7. їйз>1, 证 明 之 +? ктт < 


8， 设 函数 f(x) 在 f0，2] 上 二 次 连续 可 微 ，/(1)=0 ， ШЕШУ 


рео < м/з, 其 中 M = max] Ше 


[e ода 


9. 设 f(x) e СО], (> 0, 证 明 e 


10. ‹1) Б + > Ca +в) 
k- k=l k=l 


= лода. 


D ф Улов? = лою? 


и. 设 fG)eCla,b], ХО) 20. лож =1 ‚ keR, Ш 
«о ооз ках)? +( fsm аху <. 
12. f(x) 在 [abl] КЕЕ, Н f(a)= f(b)=0， ДИ 
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паху) > 


se > she 

зой ож [ab] ЕЗЖЕ ШЕ у(ау=0 Л) 
roro SE Fa 

144 ROE 了 eb] 上 有 进 继 导数 flay 二 06) = -MJ 
[гог o < SP ar 
， 15 RRO, JER MESSE B'SA LIWE 
(0,a) 内 取 最 大 值 。 ER (Ое (аў < Ma 。 

16 (Young TEREP) 在 {0 +o) КЖБ п ДЕЛ 
#(х) ARRE, ф(0) = 000) =0 a beR* WH 
[pcodr+ [ӯсоа Zab. 

17 пєМ№,хє(0/), шата). 

18 asas a, #1699 ШЕЯ 
a ta,+ +a, ун t < an aa 

19 Mca <0,< <0, <п EB 
mêta ty „1 Yema, 

20 Sahg) e Cla, ы. НО) 78280. 0S а(х) 1. 记 
4=f scar, ME поа < [убай < оа 
332 ANET 

1 运用 Bernouli жаен 0+ ай ЕЗ, саж уе) 
АЯТЕ, ЖП 

2<@+0°< <a +> <а+ D> 
ж. 


С 


m 


<a <4 ， 数 列 有 
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.和 和 用 第 1 BAR. 

- 运用 算术 平均 大 于 几何 平均 。 

、 运 用 数学 归纳 法 。 
1 


Q Pon 


1 а 
(+! ЕНК) п+Ё-1 n+k 

6. 运用 不 等 式 e<(L+ "Р E з 政 为 x， рена, M 
求 导 的 方法 证 明 。 

7. 参考 例 8 的 证 明 方法 。 

8. 把 f(x) 在 x=1 点 处 展开 ， 再 结合 -MM 所 f'2) SS M ， 得 到 


函数 不 等 式 ， 然 后 积分 就 能 得 到 结论 。 
9. 利用 函数 g(xr) = ln f(x) 的 Jensen 不 等 式 。 
10. 略 
11. 运用 积分 形式 的 Cauchy 不 等 式 。 
12. 仿 例 20 的 证 明 方 法 。 


3. Фак) = је g'o = д] 
јео = [одаи < Геор = g(x) 进而 
Його < Ребе одах. 


14. 参考 自 测 题 13 的 方法 ， 把 [ab] 一 等 分 ， 分 两 段 积分 
15. 设 f(xo)= max /(х), 则 了 x0)=0。 


16. = [Pdr + bp(b) – e pzjdx 


=вё®)-[“ родах 
Z= bé(b) 一 PIADA) — a) = БФБ) — БФ) – a] =ab 
CEMRE > a) 请 读者 画 出 草图 ， 数 形 结合 ， 便 于 分 析 。 
17. fœ- RKE AA na). BAA 
e<(1+1/ny" 可 得 结论 。 
18. 利用 函数 (x) = хіп x 的 Jensen 不 等 式 
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19. 利用 凸 函数 性 质 。 
29. s= [7 (04 -fF Wed -人 Ова 

= Гӯ (DN — edt 一 Ë. ваг 

> fa + Dfii- (ош -Pf Det de 

= уа + Аа - [koag - f вае 

= /a+ р eo | вов 

=- 人 ,Le +4)- DCDdr 。 


第 4 章 ” 反 向 思考 方法 


41 内 容 提要 

本 章 重 点 讨论 反 证 法 和 道 向 思维 方法 在 解决 高 等 数学 问题 中 的 应 
A 这些 题目 涉及 大 学 高 等 数学 各 个 章节 的 知识 , 具有 一 定 的 综合 性 。 
关 填 反 证 法 的 几 点 讨论 @ 为 什么 可 用 反 证 法 ? 我 们 要 解决 的 问题 
总 是 在 一 定 范 围 内 成 立 。 记 范围 为 人 ， 要 解决 的 问题 为 
AZANLA 其 对 立 面 4 =Q -A4。 要 肯定 4 若 有 一 定 困难 ， 
可 以 通过 否定 4 达到 问 样 自 的 。@@ 如 何 用 反 证 法 ?假定 
4 = Аб А, хл ВЛ: Ban. WA, 成立， 由 此 导出 闻 盾 凤 可 。 
一 般 说 来 , EEA A O ESHU JR ЕЕЕ 3880 C АС А, гу) 
ERRE. QARATA? 与 原 题 所 给 条 件 或 解 题 过 程 中 所 
作 的 假设 或 某 些 简单 事实 (例如 1> 0,sin* y + cos x = 128, ЕН hA 
EFD HA 
4.2 例题 解析 

例 1 BAR ech. Н О/(б)у=/(1),ШЕ НД] Улем, 
Зх, [01]. ESOS +) 


分 析 РЕА n ЕШ МАО x, 是 困难 的 ， 进 而 要 保 
证 每 -个 自然 数 请 ， 艾 须 找 出 与 之 对 应 的 x。 就 更 困难 了 。 于 是 我 们 
想到 用 反 证 法 。 其 优点 是 久 要 树立 …- 个 否定 的 对 象 ， 然 后 把 它 否 定 即 
可 。 

证 明 ”由 十 n=1 时 ， 取 x =0 妈 可， 因此 假定 xn 之 2。 

Бі, 假设 命题 不 成 立 ， 即 3n。eN , Vxel91] , 总 有 
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Ло) f(x +1/n) Ж f(x) > f(x +17 но) 
Z Рх) < atin)’ Vx e [01] 两 式 只 能 成 立 一 个 。 若 不 然 ， 
Зх, # x; f f(x.) > /(х,+1/п„) Ж РО) < f(x, +1/л„) 成 立 ， 则 由 零 
点 定理 知 Ял, enl 7000) f(xo +l/m) ， 这 与 假设 矛盾 。 故 
而 两 式 只 能 存在 一 个 。 无 妨 取 
Ло) > f(z+1/na); Yx e [0l] 4-12 
把 [01] Кп 925, АБ BJ Z hú x 35 Ж] х, = 无 /mo ， 
大 =0,1,2,…,no -1， 依 次 代入 式 (4-1) 得 
РО) > ЛО). fino)> Ото) +, Fi- Dn] ЛО) 
从 而 ОО) > f(tl)， 这 与 条 件 f(0) = ЛО). AER. 
例 2 ух) а, Б] БАЈЕ К, АХР 
45,3 14,01, 有 lim f(x,)= f(a), 证 明 limx, =а 
分 析 为 不 清楚 了 (x) 的 连续 性 ， 故 lim /(х„) = Sdim x,) š 
同时 ， 对 数列 位 ,} 的 性 态 也 不 清楚 。 考 上 起 用 反 证 法 。 
证 明 假设 lm x, =a, Was >0,YN,3m > №, £ 


х„-а| > 56 В (x) C [a,b] , Ах, 之 аер, Н 
N,(> n); Эп, > №, fx, жа+гу, ... 
ЖМ, O na) In > М, f x, ане ao 得 到 {x,,}， 其 中 每 
一 项 均 不 小 于 a+ ву, HAS) > f(a+e) 
两 边 取 极 限 得 lim f(x ) > Д(а+) 

但 是 另 一 方面 ，lim f(x) = lim f(x.) = (а), Т 
/ а) > f(a+eo)， 这 与 了 (x) 为 严格 单调 增 函 数 矛盾 。 
Бю х, =а, 证 完 

评注 《1) foo 轨 为 TAGxm 和 的 子 数列 依据 “数列 收敛 的 充 要 
条 件 为 其 任意 子 数 列 均 收 化 于 相同 极限 ” 知 
lim f(x,,) = lim f(x,) = F(a) + 

(2) 着 a+ so >b ORATE) ЕЁ (ане) 5Ж ЖЯ: 但 
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ШЕ т, {ба+в,/т<Ь, CREP Да +в„/т 取代 G+ co， 不 影 
响 最 后 的 结果 。 


例 3 设 {as} 为 一 正 数列 ， B tim ( азалу TE., wH 


н 


" a +a т 
lim(—— > е. 
nə B 


分 析 аттану 的 结构 ， 我 们 考虑 利用 
e=lm(+1/m)" > 


证 明 原 题 等 价 于 证 明 hm y > tim + y" 或 


таа 二 Gas] > 1。 假 设 命题 不 成 立 ， 则 有 


(п+1)а„ 
"а «1 此 存在 N ， 当 n>N 时 ， 有 
па, + Gon) "(а tana) 
та ] <1， 进 而 re <1 或 者 
йы fng ар 只 要 n>N 时 此 式 均 成 立 ， 即 
n+l n п 
ажы _@ма gn ауз _ dya < 


N+2 N+ N+2’ N+3 N+2  N+3 
а, аа oA 


n п-1 n-i 
мы а 1 1 Ке 1 
атат 
леп ә о, ЯХ 
1 1 1 
_a,( -+ ә — 


а + 
N+2 N+3 n-i 
а о-о, 这 与 a,。 >0 2709. ЕЗУ. 


例 4 设 f(x) 是 以 TT 为 周期 的 函数 ， 且 存 在 连续 导 函 数 (x) ， 
证 明 了 '(x) 也 是 以 了 为 周期 的 函数 〈 浙 江 大 学 数学 竞赛 题 。1982)。 


65 
证 明 ”因为 f(x)= /(х+ T), РКУ E= р(х T) 
所 以 "(x) ЖИЙИ, АТ /'(х) 的 一 个 周期。 
TET MA /oo 的 最 小 正 周 期 。 若 不 然 ， 设 /Cn 的 最 小 正 局 
期 为 区 ， 则 有 T=nT (н22). 
E О) 的 定义 域内 任 取 x,xo。， 有 扩 дае Је тоди 
EESE- (хе) = Лос) Оо +) BB 


лод - /(к +1) = Fx) fo +T)Šc (4-2) 
ш x MERHER T, TA f OO HEA с #0 
BAMAR, х+27,, mo xta- DIERRE (4-2) 中 的 xx， 得 


fG+T)-J(x+2T)=c 
Хоя) /(х +31) = с 


JfG@+(n-DT)- f@ +nf) = c 

An ЛЕН (х) – f(x +nT,)=nc, 188 нт =T, KE 
f(x)- 了 (x+T)=nc 。 另 一 方面 ， 由 于 了 为 zx) 的 周期 ， 故 有 
JW- T=, FETE. RET A f'OO 的 最 小 正 周期 。 

В (ШЕ) ü (х) 的 周期 为 五 (< 了 )， 则 

Го) f'Ge+T) 

两 边 积分 并 整理 得 

fx+ TD) О) = Уу +) feo) Š c ‹4-3› 
由 前 面 的 证 明 过 程 知 c x0。 由 于 .f(x) 为 连续 的 周期 函数 ， 故 能 取 到 
RAKAM 和 最 小 值 m 。 

(1) #с>0, Вх", EJEM, WERA- 
f(x +T)=M+c>M， 这 与 MM 是 最 大 值 相 矛 盾 。 

(2) #с<0, Bx", 使 f(x )=m， 则 依 式 (4-3) 得 
о +) етс <m, 这 与 忆 是 最 小 值 相 了 矛盾 。 

评注 ”周期 函数 并 不 一 定 具 有 最 小 正 周 期 ， 例 如 常数 函数 等 。 

例 5 W f(x),g(x) 均 为 连续 的 具有 最 小 正 周 期 的 函数 ， 且 
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ша fO) — (= =0 EH f(x) = g(x) 

分 析 аянаа зла онага) ie 
Im[ZG)-gG@O)=0 ARARAS ЕаЕТО ЈАВА Е 

证 明 俊 g(x) 的 周期 为 p ВП (х) = (х+ ph ЙМ ` 
hm[ f(x) – JG p= тало) ga) + а(х + p) — f(x + р)] 

= кой] hmta(x+ p- fGe+p]=0 
C1) (RW f(x) 的 周期 为 9 Harp Чара, 使 

Гоо) Гоо жр) =а +0 所 以 
DLS Co + Ма) – Go + Na = ро) — fO + р-а 

但 另 -一 方面 
Im (xe + Na) — Ga + Ng + ру]= иш /(х)-/(х+р]=0 ЖЖ 
因此 g=p (х) g(x) 有 相同 的 周期 

(2) 假发 (х) (х) MESFET 

го-о) = #0 
йй 1 m [f(x + Мру- g(x + Np)] шт G) g(xo)]= A 

但 男 一 方面 
Im (r + Np) — g(xo + Np)]= lm[f (x)— g(x)]=0 FE 
综合 (1) (2) 得 f(x) = g(x) EZ 

例 6 俊 两 数 f() 在 fa 要 上 有 定义 VX efa b] ЯНЕ 
ҖЕ x, IRF] {xe < [a b] 均 有 lim /(х„) = 了 (xo) МЕНН f(x) 在 
x = Xo АЮ ЁЁ 

МЕН (RA f(x) Ex АЛ BHS 
36020 Уё>0 Iq eUr б) [РО у f (xo)|> & 
取 6, =[—х|2 Зеб (z 8) |б) ә 
WS = |28 3x eU (хб) у(х )— füxo) Z=, 
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Kó, =] х, |27 „єй (x, б„), |(x,)- Ро) 288 + 

ЕЕЕ х) ERSE 
хеј б, рок |0277 Бш = 

但 显然 有 hum у(х) f(a) SRE uson йз | А 
Н.н xo 的 任意 性 知 f(x) e Cla №) 

BIT ИЛО) ЗАЯЧА Га Б BZ ЗЕ 
在 fa Ыр Н") 2 0 ERNE Fox) = 0E (а D) рад: 
FAM URHE- 

证 明 OE YG) = 0 (E (a БМО Е BEDARRE 
x x e(ab Hysi, FH Rol ЧИ ЕШ dee(x x) 使 ， 
Гс) = 0 由 "(x) > 0 / (x) ARRS EJE 
Axela c] IJ 00 所 以 f 1а JEFTE ,又 
f(x)=0 x elac) 所 以 f(x)<0 xelx с] " 

АРИУ — h S B B ta 2 йек д m 
f(xo) <0 ЖЫЯ ООЗЕ ЛЯ HUA EM. | 

另 证 #у(х)=0 # (a b) кын Ен 俊 至 少 有 两 根 
x XiElqab) 日 x<x,， ЮЛЕ Яс&(х xs) E 
f (ce)=0 иша сд ацс cO ABA КОТЛЕ x ë (e х,) 
使 fx) > 0 #Elx, х] Fama H ФЕ 

(= Zee. „ген <0 
ШЕ Eea хус (c x) АЇїїс<ё& H /(с)>/ (é) BH 
FOM О) E BISO SO PETE 故 原 
命题 正确 

例 8 о) йа 9] 上 连续 B |да шн,” Д0 


2" ти 


b-a" 


在 [a bj 上 至 少 存 在 一 三 x%o 使 |f (xo)| > 
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分 析 2'te _ the ,; 2 ТРТ 
ет абат 这 启发 我 们 考虑 积分 
Ѓо- уш. 由 于 条 件 中 x* 与 f(x) НЧ, i—i 


a+b, s 


afe- ETIP fajde. 
WER анаан хь, ух efa,6]， EA 


одеа 
йаз 
= [e eyr fds < resep sss Ф=с 


这 是 不 可 能 的 。 故 原 命题 正确 。 
评注 OD 特别 地 ，a =0,b=c=n=1 时 ， 得 到 如 下 常见 题目 ， 


SAE f/d [rodai шари 


xa ею], |700 >4。 
(2) 和 更 进 一 步 ， 存 在 区 间 [xxz] Cla,b], vep] A 
roja Teti, 
iE 假设 不 存在 这 样 的 区 间 ， 则 由 连续 函数 的 保 号 性 知 ， 不 存 
在 使 不 等 式 roii 成 立 的 点 ， 即 ухе[а 6), Ж 
-a 


рој ZEE, 县 使 等 号 成 立 的 点 不 构成 区 间 SIER), 
b-a 


故 在 这 些 点 上 积分 和 为 零 。 故 仅 就 积分 而 言 ， 只 考虑 使 
ej дрот, 但 本 题 证 明 过 程 已 表明 该 不 等 式 会 
-а 


ЯРА. 


69 


@ 9 1 (х), ех) EJ fE (a,b] 上 连续 ， 在 (a,5) 内 可 导 ， 且 
Vx e(a,b) , A f'G)g(x)# Рођа о), RIA ГО) (а, АТВ 
零点 zza s ШЕҢ Эх, e (a,by, (а(х) = 0 

证 明 ”和 假设 不 存在 这 样 的 点 xo ， 即 VYxe[x,xz]c(a,5)， 有 


в(х) #0, 故 可 构造 畏 助 函数 PCO= ZD, xe[x,, xa] 


E(x 
为 Fw)=F(x,)=0， 所 以 由 洛 尔 中 值 定 理 得 3ce O) 
使 FO=0 ， 即 20000-70200 0 这 与 条 件 
g (с) 


Охе) + Лоде") ЭР. РТИ Зх e(a,b), 使 g(x0)=0。 
例 10 йай уо Cla.b| B yG) 20, ж f roba 0, Mi 
f(xY=0, хє[а,5]. 
分 析 ”函数 的 连续 性 是 -- 个 局 部 概念 ， 即 车 函数 在 某 一 点 处 大 于 
零 ， 那 么 函数 就 在 该 点 的 某 个 邻 域 内 其 值 均 大 于 零 。 
证 明 EE f(x) 不 恒 为 零 ， 即 3x6 elab] 1 (х) => 0 
(12 当 xo e(a,b) Ph, fOG)əeCla,5] ; th lim f) = Ло) = e 


к-С, MEES>0., ихе U(xo ó) la,b] Ff, A 


< 
2 
о) -4<2=5 = fG)> Z 

所 以 (лода > [лодак fe asc >0 但 这 与 条 件 


[roya = 0 88, Мо) = 0. 

(2) 24 х, = cz 端点 时 ， 我 们 用 半 邻 域 的 概念 伪 〈1) 也 可 证 明 
f(x) =0 。 故 原 命题 正确 。 

例 11 若 Fo 为 周期 函数 ， 旦 lim fo) = 0, MJfG)=0 

证 明 ”假设 结论 不 成 立 ， 即 3xo， 使 (x0)=c0， 无 妨 设 c>0， 
令 了 (x) 的 周期 为 7 ， 则 f(xo+nT)= fc Vne N , 这 表明 
ХА x — оо (n — co) Bf , 至 少 每 隔 人 距离 f(x) BL ЕКИН Ас. 
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Masi, VX>0, йл = +1, 则 有 

x =nT+x 2 X +x > Х, 使 得 
роот о] == 
因此 lim /(х) #0, ВЯ /(х)=0 ЖЯ. 0) =0. 

例 12 设 f(x) 在 [a,b] 上 单调 递增 ， 其 值 域 为 [f(a),f(5)]， 则 
Го) е C[a,b] + 

分 析 ”从 几何 直观 上 米 看 ， 结 论 是 显然 的 。 因 为 假如 有 间断 点 ， 
则 了 (x) 的 值 域 势 必 大 于 [f(ay,/(5)) :我 们 可 以 利用 单调 性 从 单 侧 通 
近 的 方法 加 以 处 理 。 

证 明 Ух, e (a,b) ， 构 造 数 列 fe дЫ, В 
хо, А {ЛО} + E f(x.) обо), Е «ОГ УЯН 
极限 ”得 lim f(x,) = ш О,)) Š 4, а абба, )) RR {ACD E 
下 确 界 ， 即 最 大 的 下 界 。 

下 面 证 明 А-0) 5 #Ж Ж, # ASE) ， 则 对 
ESAS) Bn Ë Уш) < 4— s, = Л) 

另 一 方面 x。> xz ГО). WC (к, у f(xo)， 从 而 产生 
ЗЫЯ. lim f(x.) = Ло) + 

同样 地 ， 取 fp у, = 20, TR im f(s)= (a) 
因此 we >0,3N, 当 n>N 时 ， 有 

ооо], о-о 


IEB N, 38, EUC AE (ул, хь) = бю реду) 
ухє0(х,5), Зи N) 使 Ye(y,,x,)， 此 时 有 
[Ро Оо < пахі, СаО, 76) 


< Ма) -for fro є 


7I 


ГО) ТЕ хо 点 处 连续 ， 易 证 了 (x) 在 x = a,x = 十 处 单 侧 连续 。 由 加 
的 任意 性 知 f(x) e C[a,b] < 

例 13 Secad] Ж{„}с[а„ВЬ], Blim f(x,)=4， 则 
DFE x ela, b] 使 f(x0)= À. 

证 明 1 假设 不 在 在 这 样 的 xe ， 因 此 有 /(ху> 4 及 f(x)<4， 
Vx e[a,b] 。 由 零点 定理 知 二 者 只 能 取 一 个 。 无 妨 没 f(xX)>4， 
Vxe[a,b] - HA £ (xy fE [a,b] 上 连续 ， 故 О) ВЕНЕ {Н т, © 
т> А. 
因为 lm /(х„)= 4, {xn} c [a,b] 
所 以 对 ss =т-4, IN, n> МЕ, 有 
[Г(х„)— А|< в. ЕП /(х)<А4+в=А+т-А=т›, Вх, elab] 

R m A S E a,b) HARMEET E ARE. 

证 明 2 XË.) c[a,b] ， 所 以 3 的 一 个 收敛 子 数列 ， 记 为 
k. J. 设 limx。, = ху, MASO АШЕР, tq 
lim fn) = йт x,,) = / (хь) 

BHE y n A {Лс} ИГР], БОН 
f lim x )= lira f(x ) = 4 

所 以 3xo e[a,b] , (х) = 4. 证 完 

例 14 设 fCx),g(x) 为 有 界 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 ， 日 有 数 
х, Yc [а,Ь], 使 g(x,)=f(xww) 4#=1,2,… 证 明 至 少 存 作 一 点 
xa e [a,b] fË f(x.) = (хь) ° 

分 析 ”本题 与 例 13 有 许多 相似 之 处 ， 也 可 直接 证 明 或 反 证 。 可 
以 依照 g(x,) = ГО, 1) 大 致 画 出 g(x,), Го, КЕИ САА 4-1)。 
画图 时 尽 景 避免 g(x,), f(x,) 相交 ， 使 之 具有 一 般 性 。 观 察 图 得 猜测 
{f(x (x;’ 均 单 请 上 升 ， 这 与 它们 初 值 的 大 小 有 关 。 

证 明 1 先 讨论 f(x),g(x) 的 大 小 关系 。 若 相等 ， 旭 本 题 证 完 ; 
BOJE S< к(х), Ж Зх, ES En) > g(x)， 则 由 连续 函数 的 
零点 定理 知 在 xi 与 x 之 间 存 在 x。， 使 f(x0) = g(xo) + 则 证 完 。 不 
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妨 设 不 存在 这 样 的 x,,, 即 Yn ， 有 .f(x,)< g(x,)， 与 
аб) = 1) 联 立 ， 得 了 5) < (хуй D ЖТ 
# im f(z,) = lim f(x,.) = lim g(x,)= 4 (4-4) 
AA f tolab) 所 以 存在 (x, Y 05 
KATA Е p За ох, = хо 
结合 式 (4-4) 有 
lim SOn) = flim x,,) = Го) 
=lim g(x, ) = g(lim x,,) = g(x) 
Вр у(х) = g(xo) 证 完 。 
证 明 2 〈 反 证 法 ) 假设 不 存 
在 这 样 的 点 ， 依 连续 函数 的 零点 定 © Рал 
理 , Хо) - во) > 0 及 
SO- sz]<0 二 者 仅 成 立 其 一 。 无 妨 取 f(x)- (х) > 0, Vx efa, b]. 
бх) - g(x) 作为 [4a,5] 上 的 连续 函数 ， 存 在 最 小 值 5 ， 当 95=0 时 ， 
则 证 完 。 故 设 5>0 ， 所 以 у(х) -в(х)26 (6>0 Vxe[a,b]. н 


条 件 得 
JfGx, )= ЕС»), fG,)= B00) 0 бо) = go) 
把 土 述 式 子 相 加 并 整理 得 


Го) воо ЎЧ) во) 
&=2 


ЦУ) кх] Ў) я(х)] > (т —1)8 

k=l 
因此 当 严 一 四 时 ， 有 f(x.) — оо, Ж 5 /(хуеС{а,Ф| FP. Wk 
8=0， 即 存在 使 f(x)= g(x) 成 立 的 点 。 证 完 


bp 
例 15 计算 积分 全 二 dx 


分 析 ”本题 直接 积分 是 困难 的 ， 我 们 考虑 差 值 (xz - x°) 可 以 用 


积分 或 微分 中 值 公式 去 表达 ， 以 寻求 解决 途径 。 本 题 显 然 不 宜 轩 微分 
中 值 公式 ， 因 为 中 值 点 不 能 被 积分 ， 只 能 被 粗略 估 值 
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b z 
解 AAE [ a, Bib 


[рро Дреа) еру еве 


а+і 
评注 在 解决 大 部 分 问题 时 ， 我 们 的 习惯 思维 是 把 问题 了 ?dy 


化 为 结果 (x* — x )/Inx， 而 不 习惯 把 结果 化 为 问题 ， 这 方面 的 能 力 
应 如 强 。 这 是 因为 ， 数 学 中 形式 的 相互 等 价 变换 是 广泛 存在 的 ， 也 是 

非常 重要 的 。 

Ë 16 数列 入 } 满 足 z =2,x, =2+1/xi X. =2+1/х„› ... 
求 极限 lim x, + 

分 析 ”该 数列 不 单调 ， 直 接 求 极限 有 一 定 难度 。 猜 想 若 极限 值 已 
ARE, BA хо, П 应 满足 哪些 条 件 和 规律 ? 通过 这 些 规律 进 一 
步 了 解数 列 z. Y 的 性 态 。 易 见 ， 加 满足 上 =2+1/xo。 

RO ”运用 数学 归纳 法 可 证 明 x >2, Жл,=1+/2, R х, ДЕ 
xo =241/xo， 则 


1 las x- Lie 
[х„ -xo|= 2 = PPS [х„а xol < >= l. xo| 
< + =< юс 


BRO < þe, = је ра al: Фп-›=, 8 
lim x, =x =+ 2 


BE Gfx, Hx. = f(x), f'a)=-1/x2, 
此 了 了 (x) 单调 下 降 。 易 知 x < x, Ох) > f(x3) 即 x,>x4， 进 而 
(x) < Ac ， 即 六 < 总 ， 结 合 数学 归纳 法 可 得 por) WEF 
公 a} 单调 下 降 。 又 可 以 运用 数学 归纳 法 证 明 2<< x, 3， 所 以 


limx;, =a, lmx =b. 
#— 22 гаа 24 
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在 w+ =2+1/х„ 两 地 取 极 限 得 a=2+1 b 4=2+lia же 
a=b=1+V2 ( 略 去 负 根 1- JZ) 所 以 lm 上 Ql, 5 Ж 


全 17 ЖШ e x Ару = mx oni 0) {Р3В—+Ж ERR Í 
УРАЛЕ ВЕТА БЕШЕНЕ ВАН” САЛЫ 4-2) СЕЗТ ЕЕ АЕ ge 
RE 1490) 7 И 

分 析 заед REAS Е E КЕЧИ 
元 ШОНЕН у = mx BJ BES СЮ Эз # АПАН f HRN 
斜率 m БЕТЕ ШН —1/т 》 交 扼 物 线 于 -点 ”运用 两 点 轿 
距离 公式 水 出 体积 伍 元 的 底 园 半径 ”过 样 做 在 实际 中 是 很 复 杂 的 ”或 
者 利用 坐 行 旋转 公式 把 图 形 转 至 /水平 位 置 上 再 进行 处 理 MRR 
性 年 的 碟 显 解答 就 是 用 说 些 方 寺 。 既 处 可 以 从 直线 出 安 于 立 与 括 扫 线 
的 关系 ， 示 然 完全 可 以 从 拖 物 线 出 发 建立 与 真 线 的 关系 。 这 样 试 一 下 
是 否 算 单 呢 ? 

解 З Быр 
Р(х х?) ИРЕҢ y = mx 的 
ВЕТКА НЕА 
RERS A 
r= |н +1 
IK о pu dh 355 dx 有 这 和 样 的 
ЖЖ ал=ут +1dx 


22 
所 以 dr =r dh EO ar 
m +l 
2 5 
FAV = фаи = es а k= — = 2 
Í Ё m +] 304m +1 


эй шж I eres EE HFA S ИЧ КШ ЕБ НЭЗШ 
{Н ЖИЗ Сигна) 的 轴线 ?旋转 所 得 的 旋转 体 的 体 和 和 P = 各 其 
中 必 为 平面 图 形 的 形 4 至] 轴线 1 的 距离 
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设 图 形 的 形 L 为 CC у) MJ 
Eu ar m _ Ѓ x. 7-2 


о 
y= 


pom- 2 E 05-5) 


_ 2 
x= 


2m 


BIJE y C 为 到 直线 y= my WERN k= pz- 


J: +1 


而 图 形 的 面积 为 S= [| mx = 5° стт. 依 概 证 重金 第 二 定 再 z 得 


>= 
ч Oyo ashen” Dle mu. 
KERERE A V = 2л Sh = 2л — Тт 


241i 30у? +} - 


я 1 
例 18 1, = [tua xdk n>2 иу отет] 


分 析 ARERR] В BULLLEE K RED aP ЗР 
系 式 


证 明 /, = Еа" = [г tan" хлап? хах 


= |" tan"? x(sec2 — 1)dx = < tan” ° xdtan x — [ tari"  xdx 
Ü o o 
1 


“ж-т”? | 
АЈ, +2, ‚=ч 
1 . 
ü B — — FI = 
F fü BJ) БЕЗЕ ФЕ ВЯ 2, > 元 EST Т, S эсту wE 
1 
— k 
1з зар 所 以 | 
1 А! п 


ltl S< у ис) G@+D@-=D 
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КЕЕ п ; ; 
BE L+, -i> 而 Fi 而， 这 样 就 得 到 矛盾 。 故 


1 1 
>— ， Дар BEBE — 
1, PEST 类 似 可 以 证 明了 < Тр 


、 1 1 
此 有 结论 : сусу туит 


例 19 RRR (х) fE (оо, нос) 上 连续 ， 且 了 [f(x =x， 证 明 在 
(—,+oo) 上 至 少 有 一 个 xo 满足 (x6)= xo ° 

证 阴 (KES) 假设 结论 不 成 立 ， 则 
f(x)>x 及 f(x)<x 在 (-wm,+%) 上 仅 能 有 一 个 成 立 。 若 不 然 即 可 由 零 
点 定理 导出 矛盾 。 
无 妨 设 7 了 (x)>x wxeR (4-5) 
式 (4-5) 表 明 函 数值 恒 大 于 相应 自 变量 ， 故 而 当 fx) 作为 自 变量 时 也 
应 有 [f(x)]> Ло), ВАА ЛО) =x， 得 
х> f(x)， 这 与 式 (4-5) 巴 盾 。 故 命题 成 立 。 
4.3 自 测 题 及 提示 
4.3.1 ÁMM 

L ву) е, METES OA PRKEN 

+ arctant x — arctan х А 

2. Rf — a tti 

з. W у(х # [0л] F E E, Æ (0x) ATS., Н 
[i Focos xdx = [Í РО) зіп xdx =0 ， 求 证 存在 4e(0r) ， 使 得 


了 (的 =0。 
4， 在 区 间 [0.2] 上 能 否 存 在 满足 下 列 条 件 的 函数 SO). ERE 


间 上 连续 可 微 ，f(0) =f(2)=1: V's ро ? 
5. 车 fO) e C[a,b] Н х e [a,b] ， 存 在 相应 的 ye[a,b]， 
вло ЦУС), MEDEEA WE yG)=0 
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в. алеях, у, я ДӘЛ) < AED B узо, 
ДОО) = сЕ f(x) =с. 

Т. 设 函 数 f(x) 在 [0，1] 上 可 时，0< f(x)j<1， H РО) +1 
(О <x< 了 证 明 在 (0.D 内 必 有 惟一 的 点 xo。， 使 f(x6) = xç 

8. нЕ, Baz 0, ERAY x" на" =(х+а) (234 x= 0 
对 成 立 。 

9. 设 函 数 jx) 在 整个 实数 轴 上 有 界 ， 且 有 连续 的 二 阶 导 函 数 。 
证 明 : 3xo 使 Pr(xo)=0 . 、 

10. 证明 曲线 =e”* 与 y=ax +bx+c 的 交点 不 多 于 三 个 。 

n. # ође СОЛ], А ухе, A [ayda fGy= 0, MJ 
Р(х) = 0. 
4.32 ВАЖЕ 

1. 假设 F(x) 的 导数 为 fO, WFO) = 700) =1， 但 另 一 方面 


Ро) = iw EEO „РЧ ym (0) -li 0 , ОРЕ 


= шп 


хэ 


介 于 0 和 x 之 间 )， 从 而 产生 开拓。 


2. pe. arctan X iy ча =" [e 


Г re 


3. 因为 /CDsinxdz=0， 且 sinx 20, хє[б,т], ЖІ f(x) 
在 [0x] Б/Р ху, АЖОЕМНЕН 5-2 х. MEN 
Eh (8 ДА ӨГ REA 
СКЕ ВН хр, $E /(х)=0, Hj /(х)зй(х—ху) 
在 [0,x] 上 除 x 点 外 恒 为 正 值 或 恒 为 负 值 ， 昌 依 洛 尔 中 值 公式 知 一 者 
仅 取 其 一 。 无 乱 设 f(x)sin(x 一 )>0， 则 
[озі ~ x)dr >0, 但 另 一 方面 
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f Sosina dx= Í f (x) sin xcos x,dx 
-[ J(x)cosxsinx,dx 


= сов [Í 7) sin xay -sin x, f f Go) cos xdr =0 
从 而 产生 矛盾， 上 故 f(x) # b E q УК T 3 K х, , B 
Хо) = f(x;) =0。 由 洛 尔 中 什 定 理 ，36 ex) (Ол), СБ 
n<) В) = 0 
4. 假设 这 和 样 的 函数 存在 ， 则 运用 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 
Fx) = f) + FE cD 
Го) = РО) + 66-2) 2) 
利用 .Fo D= [О] <, R O R (2) 两 式 变 为 
1-х) 1+x, х-1%/[(х)<3-х 
把 这 两 个 不 等 式 分 别 在 [0,1],[1,2] 上 积分 得 
3= ра в руса fr => 
1 


5 fi- уа ов {3-а =3-2 


所 以 长 [есе 3， 这 表明 本 数 jz 的 图 像 不 能 有 低 于 图 4-3 中 
折线 4CB 的 部 分 ， 而 题 月 中 要 求 |[7Cod <i, q 3838 /(х) 


的 图 像 不 能 有 高 于 折线 4CB 的 部 分 。 因 此 fO 的 图 像 只 能 是 折线 
ACB 。 但 函数 f(x) E C(,0) 点 处 不 可 微 ， 得 出 矛盾 。 

5. В š vxe[a,5] ， 有 
Хо) 0, MJ f(0)>0 Ж /(0)<0 
仅 取 其 一 。 无 妨 设 f(0)>0， 
ух є{а,Ь\„ Е f(x) [а,Ь] 上 连 
©, Н f(x) 有 最 小 值 ， 记 
Ооу) = тїп о) >20, ВЖЕ 41 
3nel[a,b) 使 得 =en < 0 


y 


AG.) 
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Зоо 0%). B5 fs) = min у(х) ЖШ. 

6. 先 证 f(x) 2с. É É ff fE а {Ё f(a)<c=f(0) ， 取 
ву) (a) 20, ERO) < ахуа 0,у 2а. 
70) + /(2а) S 2/(a), BH 
РОа) < 23а) – (0) = (0) – 23, WR (27а) < (0) - 2" А 成 立 ， 
m 9300 < AELH ppano, yoa a 并 利用 上 述 假设 
得 
ғо 


"ау 270" а) – 700) < 21700) -2" а] – 700) 

(0) 2" 

这 就 证 明了 对 任意 的 自然 数 n， 有 /(2^а)< 009-2" А RZ. 
在 fC2 四 过 РОО) 2" PRAI K ni 700) - 2" А <<0, W 
РО'ау<о ы /(х)> 0 Я. #&/(х);> c. 

再 证 fo =c g ГООО) < у>) 中 令 y= -x ， 得 
2/(0у=2с > /(ху+ f (=>) 

H F уу, B /фу=с, їй f(-x) > e, 因此 
2c > РО) 70) >2c f+ fCcx)=2e ШО) с. 

7. (1) Фабх) = f(x) -x， 由 连续 函数 的 零点 定理 知 存在 。 

C2) 惟一 性 的 证 明 可 用 反 证 法 结合 拉 格 朗 日 中 值 定理 即 可 。 

8. 是 偶数 必 不 可 少 ， 在 则 x = -a 就 是 另 - 根 ， 假 设 有 x # 0 
使 方程 х" на" =(x+a) 成立。 无 妨 设 避 >0 ， 令 
оу х" жа" (жау, xe[0xJ]. ВЖ SAn- REAR, 
故 可 导 ， 又 因为 f(0) = /(xo)=0, ЕН h EERE e (0, хо) 使 
Р) =н" ! -an(E+ay =0 п ABRA Eea, Ша=0, 
ЫЖ а #0 FE 

9. 假设 任 给 和 有 х) #0. DHK Ds & ЖЕ РП # SË zà Е Eh АТ 
f(x)>0 及 了 "(x)<0 仅 存在 其 -。 ЖЕҢИ (х) 0, ЗОВЕ fO) ë nh 
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РАЖ, AT g(x)= (б) ОЦ) З ЛО) ГРОТ, (ВАЕ д 
数 g(x) 是 无 界 的 ， 因 此 ra BER. АКЕ f(x) 978. 

10. 假设 曲线 y=e” 与 抛物 线 y = ах? +bx+c 有 四 个 交点 ， 即 
f(x)=e” ~ax? — bx 一 c 有 四 个 不 同 的 零点 。 则 依据 洛 尔 定理 
О) = е — Zax -5b 有 三 个 不 同 的 零点 ，f"(x)=e” — 2а 有 两 个 不 同 
的 零点 ，.f"(x)=e” 有 一 个 零点 。 但 函数 y= сЕ. 

1. Вах, e (ОЛ) у(х) =с>0. W 
JGo)> хоў) > Í Saddu = rom) ， 所 以 有 f> Оо) F 
Ж! Д Vx e (0.1) 9 f(x) = 0 

因为 A(x) 在 x = 0 处 连续 ， 所 以 .FAO) = lim f(x) = lim 0=0 同 理 
可 得 f(D)=0， 总 之 有 了 (xX)=0，vxe[0,1]。 


жож ERI 


5.1 内 容 提 要 


本 章 主 要 讨论 二 重 积 分 和 三 重 积分 及 多 重 积分 的 相关 问题 。 

在 二 重 积分 计算 方面 ， 应 掌握 直角 坐标 、 极 坐标 的 计算 方法 ， 
注意 对 称 性 的 合适 应 用 ， 选 择 恰当 的 积分 次 序 。 当 被 积 函 数 在 积分 区 
城 的 不 同 部 分 上 具有 不 司 的 表达 式 ， 应 将 区 域 划 为 不 同 的 部 分 ， 分 别 
积分 得 相 加 。 变量 替换 的 原则 是 使 被 积 函 数 简化 , 积分 区 域 容易 定 限 。 

对 于 三 重 积 分 的 计算 , 应 熟练 掌握 柱 坐 标 、 球面 从 标的 计算 方法 ， 
会 将 三 重 积 分 化 为 累 次 积分 。 

对 于 多 重 积分 问题 ， 可 以 考虑 数学 归纳 法 的 运用 ， 利 用 递 推 的 思 
想 ， 化 为 低 维 情形 进行 考查 。 


5.2 例题 解析 


例 1 ао fa frod = fO- д 


分 析 ”等 式 左边 是 二 重 积分 ， 右 边 是 定 积 分 。 可 以 考虑 将 在 边 二 
重 积 分 交换 积分 次 序 ， 使 之 对 ~- 个 变量 可 积分 ， 剩 下 一 个 定 积分 ， 再 
推出 右 式 。 

证 明 1 由 原 式 左边 的 二 次 积分 
上 、 下 限 写 出 积分 区 域 DD 是 


< Д 
ASISA MM 5-1 所 示 。 
a < x< b 


将 原 式 左边 改变 积分 次 序 得 
Гао» = | ду гос 
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ло yay = Русо) dx 

证 明 2 уо) В РЕ ГЕ 

Гало = IFO- Fade 
=Ёғођа Р(а}(®- а) 
SFG) G -|r Ода ~ Flao =a) 
=HF@)- F(ay | af Cde 
«ој jdr- P y ax 
=DE уой - [эу 
=F Ob- юа 

B2 俊 了 (为 连续 函数 KE | /(х- у)йхйу 


=f JOa- o XERKA B41/2 4>9 


分 析 “做 正 二 重 积分 等 于 定 和 分 的 常用 方 倒是 恪 二 重 和 分 化 成 时 
BER “使 其 中 一 个 积分 容易 积 出 “从 而 变 成 定 和 分 
шт [fræi ар" rO yay 
2 


4 й A МЕ: 
x=: ај оа = |, df RO 
2 2 2 2 
Гоа ext [roya ае 
2 2 
-f И йа + А) + [axa - Dd: 


0 A 
=f „/ОО‹СА-|фае+ [° SOXA - раг 
= fl raya - bar 
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作 变 换 x 一 y=t 后 的 积分 区 域 
如 图 5-2 Вт 

EAZ Еа Ф x- y =u 
x+y=>v 
Д х= бижу  y=(v-u)/2 
1/2 1/72 
—1/2 1/2 


„ә 


` 


а А А 
йр. <> = 变换 为 
区 域 

D -A&UtvE4 -Ахух-ишчА 
СЖ 5-32 


АП G - wardy=|| лоу dudv 
D D 


1 +A 


=; [rana [asa T [yep |a, 
= р уйн + [ta -wf (ишди 

= арадан + [еса -hpr Ddu 
лоха = [оса аг 
例 3 H о нуду R D 是 由 p=x p=1 


和 x 一 -1 所 围 成 的 区 域 OÆ D ЕД ӨПЕЙ 
分 析 т AAA H f(x) 的 具体 形式 应 充分 利用 奇 函 数 、 
偶 函 数 的 积分 性 质 


їй 由 图 5-4 知 原 式 = ахау + [| ore? + y2)dxdy 
D D 


= [| xdy +1 =-2+1 
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Kep = еа, уго + yay 
= Ге ло tye + 7) 


记 F(W= руа, # 


т=з їр! + yaz 


Ei 54 


=f aro +1)- F(x? + х®уМх = 0 


(因为 x[F(x? +1у— Е(х? хе АРВ, Жу RAER EIR 
分 是 零 。》 
вт Јаре fC? уау = 2 


例 4 г Ра "уеду. 


分 析 BRRR AFAR y 积分 后 对 x 积 分， 被 积 函 数 将 变 得 
不 容易 积分 ， 故 可 以 考虑 变换 积分 次 序 先 对 x 积 分。 又 因为 由 宗 次 积 
分 与 变 成 重 积分 要 写 出 积分 域 的 表达 式 ， 而 题 设 中 积分 的 下 限 大 ，. 上 
限 小 不 符合 重 积 分 定 限 原 则 ， 所 以 要 利用 定 积分 性 质 将 积分 上 下 限 交 
换 ， 再 画 出 积分 域 的 草图 〈 见 图 5-5)。 


ЕЕС ， 交 换 积分 次 序 得 
全 -era 
D 
= obra yeey 


= -f (е? — e)dy — È (e? — e)dy 


1 1 > 
= Ge” ey I Ge” -еу)? 
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1 
=-—e*% +e? 
2 


注意 ”计算 二 重 积分 时 要 注意 
选择 合适 的 积分 次 序 ， 因 为 积分 次 
序 的 不 同 将 影响 计算 的 难度 。 对 有 
些 题目 ， 按 基 种 积分 次 序 有 可 能 积 
不 出 来 。 选 择 积 分 次 序 的 原则 是 ， 
尽 可 能 将 区 域 少 分 块 ， 第 一 次 积分 
的 上 下 限 表达 式 要 简单 而 且 容 易 求 
原 函 数 ， 同 时 根据 第 一 次 积分 的 结 
ЯАЖ KR. 

> я аф(х)+ъф(у) 
例 5 Е 3 I= J то) da。 


ху? sR 


分 析 ”车 用 一 般 二 重 积 分 化 为 暴 次 积分 是 计算 不 出 结果 的 ， 根 据 
被 积 函 数 和 积分 域 的 特点 ， 可 以 着 出 x,y》 具 有 轮换 对 称 性 。 


(у) + Бф(х) 
8 ”由 轮换 对 称 性 得 7= „И „обого 4 ， 


rp 


1 (226230? аф(у) + Ьф(х)у 
从 而 1 = 二 d 
2; Е: сн ФО) + PP) t pO +o) Мо 
1 
= + Буа, 
= „Де ia 
=x R’ (a + b)/2 


例 6 HILI = [f e00 dxd ， 
Б 


HP D Es b. я (0,0), (1,0) 81 (01) 为 项 点 
的 二 角形 内 部 ( 见 图 5-6)。 

分 析 1 ОД Же ото 
ЕЗЕН, МААЕ 
标 积 分 都 是 “ 积 不 出 ”的 。 需 要 作 某 种 
变换 ， 如 果 采 用 极 坐 标 ， 其 优点 是 被 积 
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函数 是 指数 函数 变 得 与 无关 ， 从 而 容易 计算 出 对 > 的 积分 。 
解法 1 


aing -cosg 


уы р do [ее ОТО esimgrees6yrdr 


к Mo-e00 2 


ерене C Toye пе 46 


х 1 зт 6—с059 
= 上 上 Е = езтне 4 @ 
0 2(sin Ө + cos@) 


yaaa У 2 
. du=7 (6-7) 
_ sing – cos@ 210 

чын эш C sSin@rcos@` (5204 с050)? 
分 析 2 ERS ухан, 
у+х=у AR 5-72, ERARE 
成 ex 可 以 先 对 4 积分 。 
解法 2 
#y-x=uúu, у+х=у, Tj 
x=G—u/2 ， y=(Gu+v)2 。 得 
ёбу) Ll 
Өш) 2 


2. 
5° dudy 


lp р la, y 
= faf eduz [e yav 
lp 1 le 1 
-zh ara- ) 


17 计算 重 积分 1 |в, 其 中 积分 域 DD айа 


175 
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y =2x 和 和 直线 x+y=4，x+y=12 所 
TRI CAE 5-8)。 
解法 1 化 为 直角 坐标 系 下 的 累 次 


积分 ，y? =2x 和 两 直线 的 交点 分 别 为 
(2,2), (8—4); (8,4) 与 (18,-6)。 


= fix ы" y+ 


в әх 2х+у 
[i mss 
нбх + 4/3? 2 —6х —16)йх + 

X 


[2 | a= +4422 2 + 22x +144)dx 
x. 


=32V2 
分 析 ”运用 变量 代 换 法 ， 由 于 五 的 边界 是 由 抛物 线 >= J2x 
和 ?= (2х 及 直线 x+y=4，x+y=12 所 围 成 。 其 中 
у= 2х у= ох 是 曲线 族 y/Vx =u PREET и = /2 Жи = —/2 
的 两 条 曲线 | x+y=4, x+y=12 是 直线 族 x+y=v 中 对 应 于 v=4 
和 v=12 的 两 条 直线 。 当 -V2 < x < /2 , 4=< v< 12 时， 曲线 族 
yf x =u 中 的 曲线 和 直线 族 x+y=v 
中 的 直线 中 的 交点 填 满 整 个 区 域 D 。 
解法 2 ” 作 变 换 y/ fx =u, 
x+y=v, хОу FEL E BJP DÆ 
为 uO% 平面 上 的 矩形 域 D° : 
-Уз< и<уү2, 4жу <2 СОЙ 
5-9) 
其 雅 可 比 式 为 
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3 
y 3 
д(х,у) 3 су 2х2 
J= = = 二 一 
ôu, v) Auv) и т | 25+2 
д(х, у) 
于 是 


2х+ 2. 25° 
r= [f =з” уша = ff g ay S 
D D 


=2јалаь=2[?, du dy =3242 
H 


例 8 计算 积分 
x+y 2 2 
xy 

eye РД 


分 析 ”被 积 函 数 有 绝对 值 符号 ， 应 先 设法 去 掉 。 
FIP lx yy, 
解 ar gro gea OTN 
此 如 果 将 区 域 品 ;x? + y? <l) PARANE LA 5-10) 


Масрур =р- 
D: {(x 5) 十 (了 Б? <D. р-р, 


ахау 。 


1 i 1 
24 (x,y)e D. > t 2|= (к 2 _ ?, 
(x,y)e D, з У |= [е б) O 55) 
зуу D, Ez- je mt, 
(x,y) € D; Б y У 


由 此 得 到 


ХУ ун 


х 
їз У 


хуби 


fel ly Е 
Ще х Озу? ev 


=” —х°* = y? Jdxdy 
m 
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ја ет O gp eo 


-IEF - x° — у®]йхйу 
D 


对 等 式 右边 第 - 个 积分 作 变 换 


1 1 А 
x- Erop: y- =rsin 
x ё ” z ° 
对 第 二 个 积分 作 变换 x =rcosp ，y=sinp ， 则 得 


Л, E x - у? Баи )rdr- 
Р а oft reserse лра» 
эзы рабы 
al 9л 
табу рна 
例 9 计算 积分 у Јар. ИР [х] 表示 不 超过 x 的 最 
э? yd 


大 整数 。 
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分 析 ”对 于 不 连续 函数 ， 应 分 段 进行 积 分 再 相 加 。 
解 ” 由 对 称 性 可 知 


Jiv- x’ Jdxdy = [Йу - Зала 


е 
其 中 区 域 厂 为 (x20,x2=< уча}. 
将 品 分 为 四 个 小 区 域 DD,D,,D;3,D，( 见 图 5-11)， 则 有 


, ЈУ = х2ахау 
=2[ ч oa ldxdy + i | оу | V3dxdy] 
| Паво 1) возев. јео» 


н 
-2f а о а ра о? + зрак 
Өз VDL- +3000 


AE +- 


ER 


例 10 ESO Elab EES, iE 
明 下 面 不 等 式 成 立 ， 
еса а)? удах, З 
号 仅 在 /(х) 为 常数 时 成 立 。 
分 析 ”本 题 是 定 积分 不 等 式 证 明 ГЕЯ 
题 ， 可 写成 二 重 积分 形式 ， 利 用 重 积分 
的 性 质证 明 ， 从 人 [7Co SO ахау >0 考虑 推出 要 证 的 不 等 式 。 
证 明 ”因为 f(x) 在 [a,5] 二 连续 ， 所 以 f(y) 也 在 [4,b] 上 连 
Е, АО) ЛОР Е О: {x,y)a 所 x 所 ba 所 yy 所 b} 上 连 
Æ, BW- OW FIRES AH RRE. 
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根据 二 重 积分 性 质 ， 有 1 = До) – О? ddy>0， 


вг ало) ОР» 
-Paf ooa + Pas oa о[у Oy 
= eye - aa Poa 2] года рову 
=2@- а) od —2[] од 20 

BEAS da Pe а) 72да. PREE FO 为 常数 时 成 


立 


注意 ”本 不 等 式 也 可 用 一 元 积分 的 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 进 行 证 
H [PADa a E лода |? ас), Су ае 及 其 平方 在 
[a,b] 上 可 积 》 妈 g(x)=1 时 ， 


/oop ref одах Ф oF O 


втту вини S o aE, 
分 析 “被 积 质数 原 函 数 不 存 在 ， 直 接 求 积分 不 可 行 。 可 以 利用 时 
次 积分 化 为 重 积分 来 做 。 


证 设 a>0, S= f ehd, W 


P= (er to е? ду) 


= [еу 
D 


RE D = t(x,y)0<x=<a0<y=<a) 
jep = ур +y? <а?, х2: 0,0} 
D, = {C0 yx ну? 2а, x20,y20) 


WD = D D, WE 5-12 所 示 。 Мне 0, WA 
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图 5-12 


[[ е9 dydy = (а) =/[ есе?» фу 
D ә 
上 上 式 化 为 极 坐 标 形式 ， 
рае нае Рау баор? ае 
Н 1-е) а) <a- 


w т až _ 22, я 
Ч, 1- = 1— , 
` a — +eo 时 1“ e“) >77. е^“) т 


因而 tim Po =m/4, Bilim Қа) = Мт /2, [етае ато. 


112 计算 积分 1= [= (0<a<b). 
b 


b а а 
分 析 AA lm 220-0, im% р-а, WE E 


s>% nx хэр Inx 
常 义 积分 ， 但 本 题 被 积 函数 的 原水 数 很 难 求 出 ， 不 适合 用 牛顿 - 莱 布 
化 兹 公式 计算 ， жиган. 
解法 1 注意 到 二 二 — оу, 可 以 将 该 积分 写成 重 积分 的 
形式 然后 再 进行 计算 。 
1 b b Lo 
r- [ele fojea 
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b 


h l 
j те DE 
= n(b+1)—In(a +1) 
解法 2 теру PURPER MEM, 将 a 看 作 固 定 的 
常数 ， 记 为 Ka) ， m= f 昌 积 分 号 下 求 导 


1x’ Inx 


ERE, Г) = ws Z= "a= [seues 
FEIO- mü DC, 为 了 确定 常数 C， 在 上 式 中 令 p=a， 
得 到 fa)=In(l+a)+C 
又 显然 TI(q)=0， 从 而 C= 一 In(1 +a)， 即 得 到 
=In(1+b)—In(1 +a) 
例 13 CARA (x) 在 [0,2] 上 一 次 连续 可 微 ， AD =0。 WE 


[was мз. 其 中 24 = max }/"(х)|- 


Xel0,2] 
分 析 “可 将 定 积分 化 为 二 重 积分 问题 。 交 换 积 分 次 序 ， 用 分 部 
积分 公式 和 定 积 分 的 性 质 可 证 明 不 等 式 。 
解 = РО) DS. 所 以 
[тоаг [оа 
1 т ar, 2 X ar, 
= [е], чага [ах реса 


=- реда + [аё 

= даа JI йй 

=- [шах реса 

=- [za ро Doa: 

@-у 
2 


-- fro -[ roa 
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, Р Ке РЕ 
-Eror RS -Eroj -p @—9-аго» 
-f 1 уда + [то -eP "Cdt 

mu [оов || iroa f 0? "ayar | 


< м Ta 3 50-0 а= муз 


СИЕ 5-13). 


х=й IS х 
HFD: ps ‚р, 


1 х=2 


图 5-13 


例 14 BOTAR / (х,у) EKR Р = {0 <x<1,0< y< 1) АЯ 
连续 的 四 阶 偏 导数 ， /(%, 力 在 D зак ЕР, Hl- SL 2153, 


证 明 /Cydaols1/48 。 5 提示: Ж йл z 积 分 


д 
[раа -» 825 ас) 


分 析 ШОМА, E [[ re, yao 的 估 
计 表 达 式 。 
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N ә 
证 明 ПЕ do 


1 ag 
= f xa- fya -Er 


дх?ду? 
, Pf o n ә? 
= ха-ха) зр. ГКС тозор 


= Ja- DC- DSa a 2 рли 
= реал D fa uO = 2P ([xa Aa Ady 


=x0— OLD + -o + ах DED + „(0 ~ 


ха ол У. tf DA борба» 


=-Gx- DL GD+ S CoO -2 GD + 70а - 
2 [ e-DA) 
арар) =a [| оао, AiR 


1 1 
ке —2[,/(х, ФУ 


4 


ef ас 
ëO 


ffrae Да-а) 
D D 


3 зе 2_1 
=a fs 0 ao lad 0289 = 


例 15 ЖхОу 平面 上 的 抛物 线 67 = x° 从 x=0 到 x=4 的 - - 段 绕 
工 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 面积 。 
解法 1 在 6y = х2 Ч". Hy уг +z 便 得 到 该 旋转 曲面 方程 
з6(у +22) = x ， 将 上 其 曲面 投影 到 yOz L , H x=4 和 
36(y +z =x 消去 x， 得 该 昌 后 在 хОу 平面 上 的 投影 域 为 
D, = ((O,2)|y +z 所 6419} СЛ 5-14), HEER 


96 


в дх 18 Ф 18 _ 
36(y* +22) = х DES Z=" 因此 所 求 


S= ЇЇ тк + аг 
-jf = 


dydz 


=ff п 

Ш егу +z? 
3 

=-[aef 1+ rdr 

= [+ бн 


sale +3r/2 -57 ЕС +3r/2)] 


=(820 — 81ln3) #72 


Су 
NAM 


图 5-14 
解法 2 将 旋转 曲面 投影 到 xOy 平面 上 上， 得 到 


Р, 


2 


2 
-二 < уса) ， 并 由 36(y? +22) =х*, 


Da5 iay) 


pg У pa 
Әх 182° ду z 


s= || 16) ачу 


D, 


; 
= ху (Уу 
ы Ср +С dedy 


Ух" +9 

== [5 did 

ө 
2рет ре ld a 
ЕСИ 
ips xx + 9dx[arcsin Se 26 «тро 
= (820—8 Па 3)д /72 

例 16 FG) = Шла? +y? + 2°)4хйуй, RF'(t)- 


anyta г 
GE FG@-+AD-F(D= Ше". +у* + z` )dxdydz 
гаду даў 


= Рае dof" 7007р? singdp 
= 2л Í sin gf (EEA tdp 


其 中 在 1 与 1+At 之 间 。 
Е) = lim Eto TO 2 [ singt ao 


=% fP кү 0185 а уб?) 
解法 2 因 F(D)= |] 7007р ыїпфїрїфаө 
a 
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98 
= аө sin фаер Fo5ozap 
=ж[ f(e ap 
Ш Е) =). 
例 17 УО) EBE, FA ре лее уба 289 


Q: ОА, хожу, RE ао, 
u t 


分 析 magaria nuusaqapunm., 不 可 能 计算 三 重 积 分 ， 需 


H 


利用 积分 上 限 的 函数 或 者 洛 比 达 法 则 求 极 限 。 


解 F= [2 + ro + уау 
о 


Шееле? +p dv 


- [ы z de + го" +y ахау [az 


эку tp er 


3⁄2 a 
= P алии fr уг, 
г >0]. FO -у + 2 hh FO? rdr 


DD. 2 
"sarsi Сл въ 2л hf (EY 


r< 08, F(A) -iz A + 2 А[ Г"), 


өт 2, x Kt 2а АРСО AD 


-3 tt 2n fF y: 


FER im ro- mO im k’ +a hf) 
ти tim 2 2503 


-7r +a hf (0) 
p18 RFI HA AB 的 方程 ( 见 图 5-15), WERE OABC х 
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轴 旋 转 所 形成 的 旋转 体 的 重心 的 机 坐标 等 于 点 C 的 横 坐 标的 475 CIR 
ЖФ р =16/ст?) o 

解 ” 设 曲线 AB 的 方程 为 y= f(x)， 
C(x,0) ， B(x, 了 (x) ， 且 旋转 曲面 的 方程 
为 + 六 = 了 (X)， 人 是 由 x=0，x=c 
及 如 + 六 = 所 国 的 空间 区 域 ， 则 族 
转 体 的 重心 的 + 化 标 x=4x/5， 即 有 

Ше, 
i , z” dv= || xdv 

НА а! 


y 


р z f G)dx = [хк т, „ре т 
= Дра оа > dy 
-2 20) у ы (0) arcsin хә)! 人 


=n z Ох 
PER apa daf xf? (x)dx 
上 式 两 端 对 工 求 导 得 
АГ aya 4 OEE 
ар Wdr = “бо 
青 对 工 求 一 次 导 
аро) f1G0+ x-2 GD f(x) 


a ЧОО, 39 
化 简 得 re 


两 边 积分 得 f(x) = 
其 中 ，C заки, 故 所 求 曲线 为 了 = Сх?? 。 
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Bl 19 у= (ххх) AR OS x S<x(¿=1⁄2,.--,n) 内 的 连 
WAR ENER 
Дера ss рар ав (>>) 
分 析 可 以 用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 
证 明 ” 先 证 明 n=2 时 等 式 成 立 ， 即 证 
fab оаа, ав, Р /(х,х„)®, 


于 积分 域 为 图 5-16 中 所 示 的 一 角形 区 域 ， 经 交换 积分 次 序 后 
即 得 上 式 。 


Ен = 3 时 等 式 成 立 。 令 
Рх) = [Ро ха), 


Wa, |а, |е лаах) 

= [а f Кох,х„)фх, 

[| F(x4, X23 )dx, 

=} ef fr ходах dx, 
由 于 积分 [ФА]; ГО, х»,х,)® 中 的 积分 限 是 常数 ， 故 


人 dx, Роххо) = sh Гол әх, )йх, 
ЖАЗИ боо) = бахаа. ШИВ 

Ца [а р Го, хэ, 

= [а [а Р оо, 

= ftx, | бе, ,х,)йх, 

= (а, | сох), 


= Ја f dxa [Ооа 
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假设 要 证 明 的 公式 对 #1 时 成 立 ， 则 有 
„= аа јао Д ла, 
Да араар основ 
«Дуана ратова. 
APER PEDES RIRE x, 的 积分 限 是 常数 ， 故 
Pa a fo d 
= [а рах, D fO, Jx 
$ нозо) [онтон 5 ERRARE, B 


得 
h = раро р ноа 
= fax, É, dx, =: f rO ANa 
а Лох, 

例 20 а из ку ажаа. Баби) 也 连续 ， 则 有 
аео вода, Д ох, Б Лола) 

= figo -e0 одб 

Г 

证 明 WRA fe'n |, одб, 交换 积分 次 序 ， 得 

n= Pes g'e a = fje- za" оош 


即 当 n=1 时 原 公式 成 立 。 
今 设 原 公式 对 于 一 1 时 成 立 ， 我 们 考察 1, ， 得 


= я#'(х„)Чх, epre '(x, ув, [” f(x, )@х„ i lg (x de 


-15 i Lk ew- ga” Рбн] (ху) 
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"С umk адаи |е) #00) а), 
Kz uoko gD- ge Ezdu 


=F Део) во" fendu 
说 明 НН а) =1， 我 们 就 得 到 
Са [а ay, Ро, а, -1 [оу оди, BARK 


证 明 还 有 其 他 方法 。 我 们 把 它 放 进 例 21。 
例 21 设 函 数 f(x) 在 ta,8] 上 连续 ， 试 证 ， 对 于 任意 的 x 有 


Га Јак, раа, [лосова =E [e-o 
证 明 1 利用 微分 法 求 递 推 公式 ， 记 
1,09 = "аге уу Ойу 


M rO E [|= yy O 1, G) 
шуо. 所 以 无 CD = FE GDA = |, )@х, 
反复 利用 此 递 扒 公 式 ， 得 
到 CD= 人 cdr = [фе f? 1,.,(х»)Фх, 
== dr 
X һо) [оф = [а)ба 
вд а, des р а, Frm) 
=r = оо)" О?у 
пі" 
证 明 2 ”利用 泰勒 展开 式 ， 设 
ко) Fan а, лоо, ово, = [e Ода 
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BR аба) = аа) == ва) =0, 6а) = /(х)— /(х)=0 


由 泰勒 公式 即 得 g(x)=0 ， 即 原 结论 成 立 。 
5.3” 自 测 题 及 提示 


5.3.1 自 测 题 
1. 计算 积分 [сох + уа 。 
Озх, уп 
2， 计 算 积 分 “『『sgn(x -y +3)йхйу. 
ay Es 


5 


3. ARER Ée < ешо? +y ydo <. 
ty a 


4. 设 函数 f(x) 是 [a,5] 上 的 正信 连续 函数 ， 试 证 作 


(Ьа), Ж р: а<х=&. a<y<b, 


ЖОО) axay 
ғо? 


5. Ох) 26 [0.1] 上 的 正 值 少数 ， 日 f(x) 单调 减少 ， 证 明 


[eo _ | oa 
[ода [лода 
6. 计算 二 重 积分 I= 用 eos(ax+ by + ezydxdydz 


Р abe 是 不 全 为 0 ЖЭН, Vir? кух +z’ Sl 


т. и [раа Ж о Ш х +y z < R° 与 
z 


хну ка? S< 2Rz КИ КЁР}. 
8、 设 函数 /(w) 具有 连续 的 导数 ， 求 


lim [fj rare +y? + z2dy , 


n 
DORE одо 


2 2 2 
9. КЕШ Crt +Z)' =27abexyz 国 成 的 体积 ， 
a с 


b>0, c>0. 


其 中 a>0， 


= 
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10. 证 明 柳 维 耳 公式 
[се sont aa dude ч, 
-TAN Te) түру + Pa 1 

工 (2 +P {угш p ш 
‹ е ， 其 中 f(z) пж, ЖАБЕ: 
Ki 2205 xy TX, + + Xx, Elo 
5.3.2 Вајл 

1. 带 有 绝对 值 的 函数 的 积分 ， 美 键 是 分 割 积分 区 域 ， 使 被 积 函 
数 在 个 小 区 成 内 不 变 号 ， 本 题 可 将 积分 区 域 分 成 四 个 小 区 域 《 见 图 
5-17)。 

2. 被 积 函 数 在 积分 区 域 的 不 同 部 分 上 ， 具 有 不 全 的 〈 初 等 函数 

的 》 表达 式 ， 应 将 区 域 分 成 不 同 的 部 分 ， 分 别 相 加 。 再 注意 到 本 题 被 
积 函 数 及 积分 区 域 都 关于 些 标 轴 对 称 ， 因 此 上 只 要 计算 第 一 象限 的 部 分 
的 四 信 ( 见 图 5-18)。 


图 5.17 Р 5-18 
3. H+ ,Jfsin уе? +y2y'de = af rsinr’dr ， 又 知 对 于 任意 
el 


的 实数 f， tË чым, жар asia, 利用 定 积分 的 
性 质 即 可 得 证 。 


105 


4. 注意 到 积分 区 域 的 特点 ， 利 用 轮换 对 称 性 即 可 得 证 。 
5， 用 重 积分 进行 证 明 ， 关 键 是 将 定 积分 的 乘积 化 为 重 积分 。 

6. 作 坐 标 轴 的 旋转 变换 ， 将 хОу 旋转 到 ax + by + cz = 0 的 位 置 
王 ， 再 引进 柱 坐 标 进行 计算 。 
7. 可 选择 柱 坐 标 系 、 球 坐标 系 ， 也 可 用 直角 坐标 系 计 算 。 

8， 所 求 极限 中 有 一 个 含 参 变量 的 三 重 积 分 ， 由 于 没有 给 出 具体 
， 不 可 能 计算 出 三 重 积分 ， 需 要 利用 积分 上 限 的 孙 数 米 计 


的 被 积 函 数 
算 极 限 。 

9. 由 于 
封 限 内 ， 又 


以 坐标 轴 与 坐标 平面 和 曲面 只 条 


内 所 围 区 域 


用 广义 球 坐 标 变换 即 可 计算 。 


F xyz 220, HAE 
由 于 曲面 上 的 点 有 


i 位 于 第 …、 第 三 、 第 六 与 第 八 等 四 个 
AERAR, HERDER, M 


的 体积 都 相同 ， 因 上 出 


于 原点 ， 上 青川 对 称 性 可 知 四 个 卦 限 
所 求 体积 等 于 第 一 封 限 体积 的 四 倍 。 


10. 可 以 运用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 


第 6 章 ”曲线 积分 与 曲面 积 


6.1 内 容 提要 


本 章 主 要 讨论 曲线 积分 和 曲面 积分 问题 。 基 本 内 容 是 两 类 


H£ 


积分 的 计算 及 关系 ， 格 林 公式 及 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 ， 


两 


类 曲面 积分 的 计算 及 关系 ， 高 斯 公式 ， 斯 托 克 斯 公式 ， 曲 线 积分 和 此 


面积 分 的 应 用 等 。 


曲线 积分 的 计算 ， 应 适当 利用 对 称 性 、 轮 换 对 称 性 ， 在 化 为 定 
积分 进行 计算 时 ， 应 选择 合适 的 参数 。 曲 线 积分 和 重 积分 联系 的 纽带 
是 赂 林 公 式 ， 很 多 情况 下 封闭 曲线 上 的 曲线 积分 可 化 为 重 积分 来 计 
算 ， 另 外 开口 曲线 有 时 补 .F 一 条 曲线 青 应 用 格林 公式 也 能 简化 运算 。 


在 出 线 积分 和 路 径 无 关 情 况 下 ， 选 取 方 便 的 路 径 进 行 积分 。 


对 于 第 一 类 型 的 曲面 积分 ， 计 算 的 方法 通常 包含 利用 对 称 性 ， 


直接 使 用 公式 〈 直 角 坐 标 公 式 或 参数 方程 公式 )， 化 为 第 一 型 此 面积 
分 , 利用 高 斯 公式 等 . 计算 第 一 型 曲面 积分 的 方法 主要 有 利用 对 称 性 ， 


利用 公式 化 为 二 重 积分 ， 利 用 高 斯 
公式 化 为 王 重 积分 等 。 


6.2 例题 解析 


例 1 计算 feds, L: 
由 圆周 x*+y ?=a*， 直 线 y=x 及 
x 轴 在 第 一 象限 中 所 力图 形 的 边界 。 
分 析 “计算 曲线 积分 的 方法 一 
般 是 化 为 定 积分 ， 关 键 是 将 曲线 方 
程 用 参数 方程 表示 ， 对 于 第 -类 曲 
线 积分 化 为 定 积分 ， 其 积分 下 限 总 小 于 上 限 。 


解 ” 如 图 6-1 Т, Ой: y = O(0=x=a) AB: х=асоѕг, 
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y=asint (09 /4уВО: y=x(0 < x< J2a/2) 
2+5? . Jên? J? Je. 
$ ds фе ds tfe а фе ”ds 


Ге "ear [ета 


=е 1+2 ае" + e° —1=2(e° —1)+ Tae" 
4 4 
例 2 HAE +y +°)45, ЖИР ЕЕ +y +z =912 


与 平面 x+z=1 的 交 线 。 
分 析 ЖН ДЕШИ РИ ИШ х2 + y? + z2 = 9/2 与 平面 
х+ = 1 的 交 线 上 用 参数 方程 表示， 为 此 ， 先 将 曲线 工 的 方程 作 适 当 
解 Maty +a 一 了 及 x+z=1 消 去 z 得 


1 2 
x+y +- =9/2 E e +% 
7 ЕИ 2 4T 
(х1) 2 
即 工 的 方程 可 表示 为 2 +51421 
将 此 方程 化 为 参数 方程 为 


х-2+ 2eost, у= 281г, z=- VZ соз (05 2л) 


фо? + у +22)йғ 
= 他 [G+ T сому + 4sin? +(7-— V2 совт)? 2dr 


m і 2 ‚2 - 
=f (Gt 4cos? r+ 4sin’ )аг = 18 


pia | DOIE 沿 着 不 与 》=x 相 交 的 途径 。 
0-09 (x-y) 

分 析 ”该 曲线 积分 和 路 径 无 关 ， 可 以 用 全 微分 方法 求解 。 

Ж ”由 于 途径 不 与 3=x 相 交 ， 故 x-?z*0。 
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Фиат оа, ala sty ХОС ， 故 知 
2 х-у (к-у) 


У 为 全 做 分 。 由 此 得 到 
a0 xdy-—ydx il x+ y _ 1 
Wa (x— у) =5 x у 7 з" -Cb]=1 


тлгн нетке е иа еня. 对 于 本 题 


x 


Су “ (y 
ОР __ 1 ___2у ХУ 
@ (к-у) (куу (у) 
20 _ 1 ___2х_____х+у 


& a-y (к-у) бу) 
J W рй. 
今 取 由 до, D 91 B80Q,0) 的 途径 为 
直线 段 AB ( 见 图 6-2)， 其 方程 为 
у=х-1 @ <x< 。 由 此 得 
йо) xdy -yde рм _ 
k. (х- уу? = [5-06-01 
例 4 计算 曲线 积分 
J,a IPOE = ту]йх + [@'(y)e* ~ mldy , 
RP po) 5 p'O) 为 连续 函数 ，AmB 
为 连接 点 46 用 和 点 B(x,,y,) 的 任何 路 
f, BSRR AB 围 成 已 知 大 小 为 $ 的 面积 AmBA 。 
分 析 ”增加 一 条 曲线 使 曲线 闭合 ， 利 用 格林 公式 进行 计算 。 
解 考虑 灌 团 路 线 4mB4 的 线 积分 〈 见 图 6-3)。 用 格林 公式 得 


fna PO)" - туйс +[9'G)e* -mlay 


图 6-2 


= неле" -m -E poe" ld 
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=mffdxdy =т5 
5 


直线 段 48 的 方程 为 p= 如 +b хә), ҖИРЕ 2270, 


ь-Л%< мз, эщ 


x 一 x 
ебе" —mylix + [9'(y)e” 一 mg 
= ў (юс + b) + ф(х + b)]e* — m(kx + b) — mk)dx 
чө + Беу — PË Gd — xP) —m(b + ka —ж) 
erg) ep) -7у Go = + kx, +25) -Cn д) 
еер) тенеп) Eea) +) ту; = у) 
Ж f [PONE — myldx + [@'O)e* — mldy 
=т5 + | [POE — ту]йх + Је" — mldy 


=mS + ерут) P0) -E Gs = 5)( + y) —m( — 9) 


图 6-3 
例 5 айй (х) ТЕ (о, +) 内 具有 一 阶 连续 导数 ， 工 是 上 半 
平面 内 有 向 分 段 光滑 则 线 ， 其 起 点 为 4 (а,Ь), AN B (c,d)， 记 


I = J LD ay +Z DSO) 10у, 25 ab= cd 时 ， 求 积分 值 。 
y y 


ло 
分 析 “ 呈 知 积分 与 路 径 无 次， 可 以 选择 合适 的 积分 路 径 进 行 计 
算 ， 也 可 以 利用 全 微分 计算 。 
解法 1 р ШОЮ), 
了 


=Š fo) ú 
У 


ӘР ууу) + ху у) 80. 
ӧу у дх 
所 以 积分 与 路 径 无 关 。 с ü 


Пур ЕОРЗЕПШРИЕЖ—ЖН D 

线 作 为 积分 路 径 。 此 处 选择 折线 | 

AC+CB ， 如 图 6-4 所 示 。 图 6-4 
r= yn: reo роу) 0 


с-а 


b 


"y 


+ [фах + f of (ey)dy+ =š 


c 
©- 

解法 2 可 选 过 4,B 两 点 的 双 曲 线 为 积分 路 径 。 设 工 为 xy sab, 
RAR А (a,b) HAN B (ed) СА 6-5)。 


x a?b2 х? сав? -ab 
r= Í u OD rl r Or 4 
= J S + каљу Z- угаһук 

ab x ab x 
= [2526-9 
аЬ d b 


解法 3 可 选 过 А,В PAR RAR 
分 路 径 。 设 工 的 方程 为 
y-b=k(-a), диде, 


с-а 


r= PE гоз) -二 有 dr 


6-5 
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= J +0 + /Cole 


1 


=b- атъ dx + { ГО? + bx — Бах) (юс? + bx — kax) 


例 6 HARIH х2 +y = ax Н x2 + y2 + z? = а? PAR BB Sl 
分 的 面积 。 
解 ” 所 求 面积 为 


S=2fzds = 2f va -x -yds 


其 中 C хОу 平面 上 的 圆周 x? + y* = ax 。 将 此 配方 后 得 


-D +y = ©” 
故 得 曲线 C 的 参数 方程 为 


a 
x=- (l+ cost)» 
2( ) 


y = sint OSE 2x Je 


一 一 一 一 一 
ds = ar +ду* = sint) + (cost)? Jdt 


=a 
2 


ЛЫЛАР RA 


z= үа? -x у? = Va? -ax 


2 
а 
£ (1—cost) = 
z‘ cost) =a 


as =2f" asin t.2 
故 得 5=2| asin] 5 


2 


Ё 
= sin- 
2| 


dz 


=a: sint 
=a ўзад 
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=2a° [ sin айт =44? 

例 7 计算 积分 中 zas ， 式 中 S Ama + :° = azla > 0) 38 
s 

ЖЕШ z = ух у? 所 割 的 部 分 是 在 于 半 个 圆柱 面 上 的 部 分 。 

解 < pH 3k HH TH 09 26 Ж < BL 


图 6-6). 
Ë +(z-—a) =a 


z= + y 
消去 z 3519 хОу 平面 上 的 投影 曲 


#0 (а+ уа - 22 = x ву? 
Вр y? = Xa? – х?)у+2аҹ̧а? -a 
这 是 柱 面 被 锥 面 所 割 部 分 在 xOy 


平面 上 投影 域 的 边界 曲线 。 
38 2 + (z —ay = 到 对 zx 及 》 求 偏 导 数 后 可 得 
&_ x £= 


Өх z-a 
由 此 得 ds = 10у + dxdy = 1+7 
ахау > 


=- 由- 
于 沿 曲面 S 在 第 一 卦 限 部 分 的 积分 


由 对 称 性 可 知 ， 所 求 积分 等 于 沿 


的 4 倍 。 它 化 为 重 积 分 得 
а aa ady 
jzas =4f af (atya Еб 


дх 


5 
au 22 202. 2 
=4af ра -x )+2a Ja х (а+ма x Te 
= аа [2 сов! t+ cost(l + cost)dt (x=asint} 


= Wa ?+ cost)’? costdt 
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=1ба? [2 сов? Бү! —2sim2 за 


азб w 
=32а Ë cos 5 1—2 іп 29691) 
' 
=32а° [Ут а-и? 2и du (и =зів 2) 


_ alb П Lai „3 
=з2/2@ k" ra du Egu J du] 
XN f Vr? -udu =a 274 


3 х 
[е -udu = [2 r cost ӨЧӨ =m rt 16 
从 而 得 到 


ffas = 322a? ++ Б^“ 


例 8 fAs, RIE УЖ у саса 的 边界 ( 见 
+ 


图 6-7). 

分 析 ”曲面 上 由 两 部 分 级 成 ， 分 别 计算 
后 相 加 。 

# ”曲面 8 可 以 分 为 两 部 分 5, 和 So 
其 中 sS. E z= р 上 0=<z=<1 的 
部 分 ，2 Ж ЁШт=1Ех%+у%*<1 的 部 
分 。5 和 S, fE хОу 平面 上 的 投影 域 都 十 


x? +y? Sl 6-7 


as, = B+ (252 + + (SF ау = V2drdy 
ӧх ду 


45, = dxdy 
#48 ffo +y’ dS = ffe + у?)а$, Је +у2)45, 


5 


14 
=(V2+D јо? +y dedy 


РЕ 


= +] dpf rdr 
=(V2+D2r i= їз 


mo 计算 内 面积 分 7 站 2dydqz 250х200 pah s E 


xcos2 x соз? y 260522 


ERI x? + y? + z’ =1 ЈУРИЈ. 
分 析 ”充分 利用 球面 8 的 对 称 性 ， 可 将 组 合 曲面 积分 化 为 对 x,y 
的 单一 曲面 积分 ， 再 将 此 曲面 积分 化 成 二 恒 积 分 计算 。 
解 ” 利 用 曲面 S 的 对 称 性 ， 
I= [=> 24хйу +290 _ 2Ф®Ф_ 


z cos? z соз? z 200822 


"оше: t pea 


+ z cos? z соз? 


-a + Í — a 


Z cos“ z 


j тра i cos?’ yl- x? — у? 
一 — _ 1 dy=0 
Fibra 1-х? у?) И 
yr 1 
aP rss 
2 = = 
ушт 1х2 — у? соз” 1х2 — у? 


рт + rdr 
о E 
-= [= шы. КТ r? 


dxdy 


H35 


smf- ai- 


s? yi- r? мМ. r 
=4r tan J1— r? р 


= 4т tan] 
例 10 ПЕС +y dxdz + zzdxdy ， 式 中 S HRE 
Н 


(ха) +(y— b) +(z— с)? = R? 的 外 表 而 。 
解 ” 先 计算 
L= jay = [44у + [Фу 
s Са] S'a 


HES A FERE z- e= yR? (х a)” (у b 取 下 侧 ， 
5, RER z- c= R? —(х- а)? — (y—b)' EM 
HREAN z? 的 形式 改变 为 z? = (z с) +c? +2c(z —c) = 
由 于 等 式 右边 前 两 项 沿 下 半球 面 与 没 上 半球 面 的 上 侧 积分 时 数 
值 相等 ， 但 符号 相反 ， 因 此 互相 抵消 。 最 后 一 项 治 下 半球 面积 分 时 被 
积 函 数 取 负 值 ， 但 由 于 取 球 面 的 下 侧 ， 因 此 它 和 沿 上 举 球 面 取 上 侧 取 
积分 时 有 相同 的 数值 ， 上 得 
l= 2ff2e —c)dxdy 


=ас [[{й%-(к-а)#-(у-В°йхйу 
оар ду ER 

=4c 记 ap[ ан 
o ий 

А l оз узул Ba cR? 

-Br cl-3(R -rj =37R 


1, = ffx’dydz = Sa ак, 1. = у?ахдг = Sr br? 
5 5 


故 得 Јр? +y? dxdz + z2dxdy -$r R'(a+btc} 
s 


116 
例 11 ИИЙ = [|C cosa + y? cos B+ 2° сову)аў , 其 中 工 
г 


是 抛物 线 zax y {Йй ¿- a TFA B SR ¿F БОШ. 
соз д,соз #,созу 是 世上 各 点 法 线 方向 余弦 。 
分 析 可 以 先 用 两 类 曲 徊 积分 的 关系 进行 转化 ， 再 利用 高 斯 公 
式 进行 计算 。 
E ”由 两 类 曲面 积分 关系 有 = ff x?°dydz + y*dzdx + z*dxdy 
E 


ЗР hT E : z=4, хону? а 法 向 向 下 ， 则 
Jf = Jf -ff o РЕТТЕ 


хя H 


t ffe ddz + yrdzdx + z°dxdy=-16 [а= 647 


к?+у?<4 
由 高 斯 公式 得 х°дуйв + y*dzdx + zzdxdy 
к 
= -jie + y + z)dxdydz 


=-2 „Лау, zdz =— nc- (х? + y7 yldxdy 


р aofa Yrdr=-64 + бат /3 
所 以 了 = (бап + )+ om =64 /3 
例 12 ииз et 其 中 。 Е 为 球面 
хо? жу? + z2)° 
x2 + 2 + z? = a? УМЫ. 
分 析 “积分 球面 互 虽 为 封闭 的 ， 但 


а х 
Мо? +y +22) ` 
> ， = 在 5 ВТЕ БОА Им 
Мо? + у? 22у Мо + y2 + 22 
ЕНЕ, ПОЛЕВАЯ, (uB bag 4 HEEE AA 
高 斯 公式 计算 ， 也 可 利用 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 计算 。 


H7 
解法 1 Ца уйк + лау 
^ 2 2 243 
£ yo+ +z) 


= $ xdydz + ydzdx + zdxdy 


E 
{naza 

解法 2 利用 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 ,将 第 二 类 曲面 积分 转化 
为 第 一 类 曲面 积分 。 

E: Pty tzr =a, 其 上 任 一 点 (x,y,z) 处 的 单位 法 向 量 


一 1 


no = ————— (x, y, 2} = {cosacos B,cos yy 
х®+ у +L 22 
92-тан лал 
£ Ову +22) 


= # cosædydz + cos Bdzdx + соз ydxdy 
z 


+y +2? 
21 = 
PL SSS 


= ffos? «+ сов? 8 +cos? y)dx 
а x 


例 13 计算 积分 
[Гесс x)dzdx + (z — x+ y)dxdy ‚ APEE 
т 


[к-у+|+ +|у-2+х|+|:—х+ у] = 1 ВТ зг ЖЕ УШ. 


解 ” 由 高 斯 公式 知 
I > -y+ a)dydz + -z+ х)йхёх + (z —x + y)dydy 


зава 
а 
х= х-у+2 
计算 二 重 积分 时 引进 变换 ; у= у-д+х 
[Z=z-x+y 


elx yz) _ -p ô yz) _ 1 
w ôx, y, 2) 24, Рау) 4 
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ATI = [favara -2x8 =1 
Б 
例 14 wama e аар, 其 中 S' 是 
z_ -2 人 一 
1- 了 =- SS РОМ Е. 
分 析 直接 计算 此 曲 向 积分 是 相当 困难 的 ， 应 该 利用 高 斯 公式 ， 
考虑 到 被 积 孙 数 表 达 式 中 有 分 母 (x? + y?+z》*， 所 以 在 增补 曲面 
一 构成 封闭 曲面 时 ， 要 注意 所 增补 的 曲面 不 能 过 原点 ， 同 时 所 构成 的 
封闭 曲面 不 要 包围 原点 。 
解 ” 以 T 表示 以 原点 为 中 心 的 上 半 单 位 球面 (z 之 0)， 可 以 验证 TT 
被 包围 在 5 的 内 部 ，F 的 内 侧 和 外 侧 分 别 表 示 为 , 和 本 , E AT 
х? + th 
面 z=0 上 满足 (= 2y (у-у 
25 16 €l 
部 分 的 下 侧 ， 这 样 $S” + 了 + >, 构成 一 
个 封闭 曲面 的 外 侧 ， 此 封闭 曲面 既 不 
经 过 也 不 包围 坐标 原点 〈 见 图 6-8). 
于 是 
_ fr xdydz + ydzdx + zdxdy 
i s 
xdydz + ydzdx + zdxdy 
G + y PSEA 


8 


SHT pE, 
- [®= i zay - [[2®4+ эг + ру 
Р О?у? 22) A (+ tr 
其 右 端的 第 一 项 ， 由 高 斯 公式 得 
# xdydz + ydzdx + zdxdy 


(кї + y? + 225 


s Хон 
= е жу +22)32 -3(х +y? + 2202 + у* + д®у'? dy 20 
y (х? + у? +22)? 
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ЖАУ 575г, +5, 所 包 出 的 区 域 ， 其 第 三 项 显然 为 0， 所 以 
有 
I рее. 
(х2 + у? r 222 


-if xdydz + ydzdx + zdxdy 


再 - -次 利 高 斯 公 趟 米 计算 рег ydzdx + ddy ， iwo, AF 


iñlz= 0 EEx +y <1 HAF MT, +o, 构成 封闭 曲面 ， 其 
所 包围 的 区 域 记 为 吕 ， 则 
ff xdvdz + ydzdx + zdxdy = ia = 2 


Гаеп 


而 [еа + ydzdx + zdxdy = 0 


最 后 有 I= [froe + ydzdx + zdxdy = [[xaydz + ydzdx + zdxdy = 2 


Гохо 
注意 гаш 上 半音 位 曲面 ， 也 可 取 为 以 原点 为 球 
心 ， 以 为 半径 的 上 半球 面 ， 只 需 使 被 包含 在 $ 内 即 可 。 本 题 的 结 
PERHE SRH S 的 具体 形式 是 无 关 的 ， 当 然 需 8 是 不 经 过 原点 的 
分 片 光滑 曲 商 (z 兰 0)。 
例 15 计算 积分 人 jC cosa + у? соз 8 +22 соѕу)а5, Ж 


str s ARAT < жу? = [02А] cose, cosp, 
cosy 为 此 曲面 外 法 线 的 方向 余弦 。 

提示 ”合并 平面 z=h, x? + у? <<? ОНЯ. 

йо REIT. REARS z= h, x ty? А2 的 上 侧 称 为 S, , 
Keita s 合并 ， 得 封闭 曲面 S+8 的 外 人 出。 用 高 斯 公式 得 到 


[е соѕа + у? cos 3 +z’ соѕу)45 
555 


= 2ff f+ y + 2dxdydz 


НУНИ x? +y = z2 和 平面 z= 及 所 围 的 区 域 。 由 于 
Де cosa + у? cos f + z? cosy)ds 
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= JZ 


Payar 


fpf rariaz = [iaz at- 0 


pdrdy = Аёл й? =x ht 


хну 


Древа ра р то 


Pty Er 


Пее = [zdz [[г44у = DE т рі 


< 了 


从 而 得 到 jie cosa + у? сов 7 + z2 cosy)dS 
š 


=2х+й°%®—кВ% = рі 
4 2 


例 16 设 空间 曲线 C 由 立方 体 : Srs, О<у<}, 0<z=<1 б 
表面 与 平面 x+y+z=3/2 相 截 而 成 ， 试 计算 
пра? -y drta? - 22)dy+ O -x dzl 
è 


分 析 TA HE BJ RRE БОЛ БӘ AIREA ER 
算 ， 并 注意 运用 对 称 性 来 简化 计算 ， 或 可 以 考虑 用 斯 托 克 斯 公式 计算 
Л 6-9)。 
解法 1 直接 进行 计算 、 
ЯР (а? yt te ey t? 7де, 


К! -Pio- GG- Mx +G ? -0 


с АВ 
CE хОу 平面 上 ， АВ WHEN ух, дА, BAIRR 
ВЕІ, 1/29) 


| 
=[(@—зх-2х+%уйх 7. 
' Ca 12 


f =[ fot- Dad 


G DE 
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(在 平面 z=1 上 ， БЕ 的 方程 为 y= 了 x， тр. ЕЖУ 
横 举 标 为 0，1/2 》 
' 
ПЕ 


由 对 称 性 可 知 ， $ вз} +] |= 21929 


Е 6-9 


解法 2 选取 平面 x+y+z=3/2 上 被 折线 C 所 包 国 的 朝 上 侧 的 
部 分 作为 张 于 曲线 C 上 的 曲面 8 。 它 的 法 向 量 == 110) BIDARE 
Ж cos(n,i) = cos(n, j) = соз(п,Е) =V +12 +17 1045 
А WD, ЖК МИШ 5 在 坐标 平面 хОу 上 的 投影 区 域 ， 其 面积 为 


由 斯 托 克 斯 公式 
f -yit a? -z dyt? -xiz 
© 


ре - 203 eostn n) + € А R соци, D+ - cos ys 
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-fy с2а) Gz- C2- 2x- 2-а 
= 5 (о у+2)а5 

s 

4 {3 
514 
_ 6 _ 1 
-5 fjes =24/3 ПЕ ахду 

СЕН ахду = соз(и,&)45, $ dS = 
=243 1-а =6 


>B 
аа 
} 


1 
со? 


[јео =64=5 


Dy 


例 17 WHR I =$ x? yade + (x? +y dy + (x+y + 1)dz , Hp, L 
ARI +y +z = 5 ЮНИИ :=1+х°+ y 07806, ЈА Oz 轴 
正方 向 看 去 为 顺 时 针 。 

分 析 计算 空间 的 简单 封 闲 曲 线 的 积分 ，-- 般 有 如 下 三 种 方法 ; 
吧 直 接 化 为 对 参数 1 的 定 积分 计算 ， 此 时 需 将 工 用 参数 方程 表示 。 人 名 
利用 斯 托 克 斯 公式 将 封 闲 的 曲线 积分 转化 为 绢 在 LIL 上 的 曲面 。 名 将 空 
间 曲 线 工 投影 到 某 个 坐标 而 上去， 转化 为 平面 上 曲线 五 的 积分 ， 再 
用 格林 公式 。 


解法 1 малаа" '? 
22 


2 -1 


2 


申 斯 托 克 斯 公式 
dydz dzdx dxdy 
И 8 д 
эс > а 
xyz x2+y2 x+ y+ 
= [а —0dydz +(x? y — Ddzdx + (2х — х2 z)dxdy 
x 


L 
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=- Пех 25а =-2 Паха +2 раду 
d 2552 


ху хуар ty 


= л 1 2 2 -T 
22| daf r? cos 2. 必 -了 
解法 2 将 上 表示 成 参数 方程 x=cost ，)=sint ，z=2 于 是 
1 =$ x yzdx + 2 +у?)йау+(х+ y+ Ddz 
= [eos’ rsint-2(—sint) + (cos? r + sin? fcost]dt 
= [7 2sin2 teos? tdt =8|2sin2 г(1- sin? гуй 
1 x 3. = 
=н. (1-7у]у=^- 
82 2“ а 2 
2 2 
А . =1 
解法 3 вешу выва, [t 
2 
r= f yada Q + у*уйу+ (x+ y+ dz 
=f х?у-24х + (x? + y2)ay 
=- [[0х-2х*)йхау=7- 


x+y? 


例 18 计算 
Í (у? +22)ах + (х + z2)dy+ (x? + y2)dz,, 
oF C х2 + у +z? = 2х, x + у= 
2rx (0<r<R,z>0) 的 交 线 ， 此 曲线 方 
向 是 如 下 进行 的 ， 由 它 所 包围 在 球 图 6-10 
x° +? +2? =2Rx 外 表面 上 最 小 区 域 保持 在 左 方 ( 昂 图 6-10>. 

解 ” 用 斯 托 克 斯 公式 后 得 

fO? + 22)dx +(x? +22)dy+ G + y2)dz 


cosa cos 8 cosy 
f 2 2 
21 2х ду дг 


22122 az y 
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=2[ [i-> сове + (2 —x)cos 8 +(х – y)cosy)4S 
5 


其 中 3 ER х2 + 2 +2?! = 2Rx 上 由 C 所 围 的 区 域 。 
Н сово, cos 8,cosy 为 球面 的 外 法 线 方 向 余弦 ， 故 


_х-К y _ z 
cosa = as созй cosy = 
ATR $ (у? + 2)0x+ (Q? + 22)dy + (2 + y2)dz 
_ _ x-R 
affo 2) 
HT S ЖОГ xOz 坐标 面 对 称 ， ж [fras =0. 
у 


+(:-х)# (ку) 05 


УЕ х? + уг + 22 =2Rx 上 ， 


ds = i+ + у dxdy 
2 
= үп D. аа 
2? 


-Ë dxdy 
故 有 о? +z2)dx + (x° + z2)dy + (x? + y’ )dz 
=2[[;.^* 
-人 二 drdy 
=2R |] dedy = 2л Rr? 
s 
显然 也 可 以 直接 计算 这 个 积分 。 先 将 曲线 C 写成 参数 方程 的 形 
武 。 
ЮН х2 + у? = 2 fB(x— r+ r Ф 
x-r=rcost, y=rsint 
将 此 代入 球面 方程 妇 + 妇 +22=28x ， 即 得 曲线 C 的 参数 方程 为 
х=к(1+сов{), y=rsint, z =2r(R—r)Jl+cosr , 
当 t 从 0 到 2x 时 描 出 曲线 的 正 向 。 由 此 得 


ф (у? + аах (2 + 22)dy+ (ә +y dz 
= J? (i? віп? +2008 уф cost) rsin) + 
E2r(R —r)( + cost) + r2(1 + cost) ]reost + 


[0 + сов)? + к^ sin’ г] L Z2r(R- ry _ sint)}dr 
2 V l+cosz 


由 十 r [r° sin? t +2r(R —r)(l + cost)](-rsin t)dt 


= í 了 (1—cos2 гуй(совг) + 2728 — një (1 соѕ 2) (соѕг) =0 


r [2r(R — г) + cost) + r2(1+ cost)? Jr cos dr 
л 
=2r(R- Df (cosr + cos? ғ)йғ ` 
rè Í d+ 2coss + сов? peostdt 


=2r2(R—r) x +r’ 2x = 2л Re? 
以 及 


F L? + соз)? +? віп? г] — 1 J26(R- r) sint)dt 
2 V 1+созг 


Каш (1+ cosp” "асов + [О 0 — eos бсш соз г)) 
A- Rop (1+ соз)“ 2а(сове) + Í” (1 + сов /)2'24(соѕг) + 


Га таоми |° (1 — cos) + coszd(cost)] 


=r? nrj ‘ray dut f a+ 2 du + 
Í амида + | аида] 
=0 
从 而 得 到 
ро? +22)ах +(x? + 22)ау + (x? + y2)dz = 2л Rr? 
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6.3 自 测 题 及 提示 
6.3.1 AME 

1. 计算 [yds > KH CARR x=alt-sint), y=al— cost) 
[0<z< 2x 1] - 拱 。 

2. фагот dy ах ， 其 中 Om4 为 抛物 线段 y=x? ，On4 
ЖЭН ЕЮ у=х. 

А Е 
相交 的 路 径 。 

4. 计算 曲线 积 分 | {e sin y — my)dx +(e” cos y — "дф, 其 中 
AmO 为 由 点 A(a,0) F яа О(0,0) 的 上 半圆 网 。 

5. 计算 [xxds， 其 中 上 ty tz as, x+y+z=0. 

6. 计算 曲线 积分 ydx+zdy xdz 。 其 中 工 是 曲线 


z COS Zdr + (sin > 2.2 сов 2)4у 沿 着 不 与 Oy 轴 


Atit, 2-2-1, х20, 20,220 

(а> 0,6>0,с>0 AFRO JMA (4,0,0) 到 (0,0,c)。 

7， 设 工 表示 平面 .上 -条 自身 不 相交 的 光滑 曲线 。 共 起 点 在 (40) ， 
终点 在 (0,2) 。 кан з, L £ gk ЛЕ В PR. 计算 积分 
[| Eras, жи 2 表示 沿 工 的 法 线 方向 取 导数 ， 法 线 指向 原点 所 
EAM- A: к ds 表示 上 的 弧 长 
微分 。 


8. 计算 积分 7=Jzds ， 其 中 5 是 山 面 x*+z? = 2az (a > 0) W ih 
5 


г = 4х2 ty 所 截取 的 有 限 部 分 。 
9. W 了 (x) 连续， 证 明 普 阿 松 公式 
Í agf? Г(аѕіп фсоѕ + bsin фзіпӨ + ccose)singdge 
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= 并 | fz, кема +b +e). 
10. S'A z e= {Е (ха)? (уБ)? HER, 试 计算 积分 


I = dydz + y2dzdx + (x — а)дхду 。 
ы 


6.3.2 Вл 
1. 这 是 第 -类 型 曲线 积分 ， 用 参数 方程 化 为 定 积分 直接 计算 。 
2. 曲线 由 两 部 分 组 成 ， 分 别 积分 后 相 加 即 可 。 


2 


3. P =1-2—cos2 А Q=sinž + со sË, ӘР ĈO олп 


x x x ду 

a- > соон + Gin 了 + сов ду 为 全 微分 。 取 积分 途径 为 由 (Lm) 
到 ок) WERB. 其 方程 为 二 x (1<x=<2). 

4. 用 Ох 轴 的 直线 段 O4 接 合 路 径 Ато 使 成 封闭 的 ， 再 利用 格 
林 公式 进行 计算 。 

5. 可 以 利用 对 称 性 进行 计算 。 

6， 利用 些 标 向 .上 的 投影 椭圆 的 参数 方程 ， 或 者 在 截 平面 上 引进 
ЛАЎ 

т 先 证 明 积 分 与 路 径 无 关 ， 再 选 平行 坐 标 轴 的 折线 积分 。 

， 积 分 等 十 第 一 卦 限 积分 的 4 倍 ， 将 位 于 第 -一 卦 限 的 曲面 向 yz 

шаи. 

9， 先 进行 坐标 旋转 ， 再 几 柱 坐标 进行 计算 。 

10. 用 参 数 方 程 x=atRsingcos8 , y=b+Rsingsinð , 
2=с+ Ксоѕзф МТУ. 


第 7 章 级 A 


7.1 内 容 提 要 


本 章 内 容 包 括 判 断 级 数 的 伍 散 性 ， 求 级 数 的 收敛 半径 、 收 伍 域 : 
求 级 数 的 和 珊 数 ;级 数 敛 散 性 的 证 明 。 其 中 级 数 证 明 题 是 本 章 重 点 。 


7.2 例题 解析 
例 1 ayang 7 man 


解 u- 26557 s MnO. эни Ж Apu, >0， 


а У u, 可 认为 是 正 项 级 数 ， тин}, = A p= йн. 


п 


lim“ = lim +5)" =e", ЖУ, 5 у= ІАЕ. йм 
ту по < 一 


x=<1 时 ， 原 级 数 发 散 ， 当 x>1 时 ， 原 级 数 收 敏 ， 
例 2 ” 求 下 列 级 数 的 收 敏 域 及 和 函数 。 


а) Ère =, (2) Erem, o PEED 
= = 


Р n+l 


解 (1) Erer- Ee ， 为 一 个 等 比 级 数 ， 只 要 
, дранкай, A 


во) ўе = e= x (х > 0), 9 х= 0 W, 
= 


50) =0, KUARA x20. 
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D 令 e*=t， 原 级 数 化 为 nr ， p=liml + 20 = =1， 则 收 

化 半径 RH-1， сеа, жоом. BARG Sil, 

即 x=0 时 ， aasan, TERRE М ОКЗ А х >0。 


і Еи) = Ул", wj- Èr =, 所 以 
= 


у=, ая Я 26 
Ри) =: (—ў 此 原 级 数 的 和 函数 SC aey 


(3) 令 1=e (x -DD， 原 弘 数 化 为 加 -三 -， 易 知 收 化 站 从 R=1， 


当 #= 工 时 ， вае У 发 散 ， 当 t=-1 时 ， 级 数 化 为 


Ие СЕСТРИ Makka l< <i m l-i = 


ntl 


ех D <1J) 
| = К аг 
іа Е) = У мағ = Ў х=, = 


所 以 ағ = | di =t- al- +e ， 邻 1=0 8 c=0, № 


(l-t) 
А 


F(t)=- -1 


PA БИЙ волан sea = ОЕ хе kis 
ечх-1)<1}, HSD=0 
013 яа, |, а=4, а =l; apa nln- ija, =0 6022), 


ЖӨН Уа, х" 的 和 两 数 。 


wo 


解 


йез. lipfe fui o? ， 另 外 由 条 件 得 Him ee 全 一 


m3 ар 2, 
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КЕЗУ ри 0, ВТЕ] р=0, ЖИ К=+=, ВПШ 9 20 
XE(-%,+%) 。 记 和 函数 为 S(x)， 则 
5р) =ау+ах+ ах", 50) =а=4, SOA =l, 


n=2 


SX}= > n(n- Da,x" 2 = Уа ух”? = ах" =x), B 
2 = 


п=2 
S'a- 500) = 0 
解 此 微分 方程 得 S(x) = себ +с,е*, 结合 500) =4, 500) =1 得 
5 3 


ЖЕТТ Д) SG) = Že + xeR 


例 4 ло) Уа" EOY Б К. EM a- a — 0 892838 


л-0 


ууф. 


证 明 BASOEK О) = Уа, 收敛 ， 依 级 数 收 
n=} 
ЖО ЗЕ Ж РЕЙ lima, =0, пан и» зм, j| SM: 


Vne N, | 7С Lei ala = 


= >u "ес D 
ы s. наж у rC 8 
敏 。 ”证 完 

例 5 жашуу ус 3"x 的 和 函数 。 


分 析 本 题 不 宜 用 求 导 或 积分 方法 求 和 盟 数 。 但 通过 观察 ， 猜 
测 用 三 倍 和 公式 ， 通 过 正 负 项 抵消 而 得 到 和 函数 。 
ВЕ БУЯН ЦЕ у хє А 
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由 三 倍 角 公式 cos? 9= 209591100830. 得 
cos? 3"x = Žeos3'x +10093" 


则 SO) = Èe Feos 3"x 


-ğer pere ke р" oosa x] 


s= 


зоон c D" x+ CD" 去 cos3 a] 


_3cosx 
4 


86 {6,} 为 正 数列 ， пава, RÈ заняли, = 六 wu ， 
k=l 


证 明 (1) ma ye ABR: (2) ажуа: 


证 明 о 方法 1 зав, У, BFS эзе (n — 


£ S, 
- S, 1 > 
HPD, MEANEN, FEpEN, 使 二 <у' 这 样 ， 
- aip 
Ha, ha, а a, 
B„,-B,= k L fna ‚шы ү... Лат 
И x BS Sa S, Saip 
S S, 
ani замужжа, Smp Sa 8 |11 
Sas s 5,722 
因此 |8,,, – В, | 不 能 任意 的 小 ， 由 Cauchy SURFERI lim 8, 不 


在 在 ， 即 级 数 》 2 发散。 


=S, 


方法 2 Rem Esa D aSa- => 的 部 分 和 


в,-У.- а- 555 ( 设 56 >0) 无 界 即 可 。 
E . 


Si $. $; 8, 

В, = у (1——©=)у=яп-(7% L у... Ге = 
> n s S 5.) 

= пй Ж, 整理 得 


s<a- Es, C7-1) 

BR 《7-1) SIRIN в, WEIHE, IKRE 与 S. 在 不 等 式 的 

网 侧 ， 这 启发 我 们 研究 另外 MARET- ， 记 其 部 分 和 为 
n=l 


# 1 
. A s 
B-D) 
6 


、 |. S, S: $, S, 
iE B (ÈL 4. n > | п-п, YEH S 
7 ©, s s n Z п, s п, YEH 
(+ Ë, )" 5S, < Sue™ 

п 


由 5, э+о{ в] ER, MAKS 


т Sai 


$, 


-1) 发 散 。 


етюханае, DU- s Qm D атяятн 
А Г] ml 


同 的 敛 散 性 ? 
G) tim S F0 《这 是 可 能 的 。 例 如 ， 数 列 {4,} 满 足 ao = a =1, 
аз = +G 2+ а, = а +а + ta, Ж lim Ee 5+0) 


在 此 情况 下 ， 咎 级 数 收 化 的 必要 条 件 知道 Y” S Ri 


Slim- =, h HAR e S 


5, 


法 知道 立 S= ө у СЭ тугак, ні REN 46 发 


тї On тА Эң. тч Әһ 


ж. 
方法 3 бу, 


一 般 说 来 ， 可 以 运用 微分 或 积分 中 值 公 式 。 
Sa la _, Sa 
ж таев 


л-1 


Seba, щр5к Оба. > а 55. 所 以 
Sa РА Sa-i 


ГЕ 
x 


‚ э. авт адзе Í” Tae = 
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5-3 ， 出 现 了 差 的 形式 CS,- S, > 


引入 函数 /(х) ==. 则 


5,5,1 


As,- &, 5 5 
= l+ = !n— > +00 
та = "эл S 
fagam 


х1 а 


由 方法 2 яши} s= S.S, шм. 


(2) 方法 1 жаша» PS ea 


Sma х1" "к 


ЕЛ 


Joz 
x 


一 s7 = = 


ә Быз. 00882 ЖНГ yt. в 


"1 5, 


o C=l 时 ， 


Sa < yx ZS 


ue 


(Nom HO Am 


( 令 So>0)， 引 入 函数 


52: 另 由 积分 中 值 公式 


кж. 


证 完 ， 


ma 5, 
В, = к = £ 4 
” ASi > Si Жа SkSk- 


‹ 
m Sa S So S 
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= ‚ ШИ ЖЕН. KARR 


о 


GD c >1 时 ， 由 比较 审 仇 法 得 之 刀 in 


= Sr 


《iii》0<o<1 时 ， 分 两 种 情况 (aq),(b) 讨论 。 
(a) сє" 有时， *== ° (p.q)=1, 8, = picie 25 e 
a 


k 


Week. 


а+р 
S,” = He?) 

-54i Hi -5®- НН! + HE H, кН) < 
& HP HE” > 


(HHH oHa < H-H < 8 


故 部 分 和 有 界 ， ӨШ ке gr 时 ， 原 级 数 收 并。 
> себ. B (nOn SEE Pun) =l = О" Н {б„}Т, 


lim es =o, Жо, E {с,}, Жс>а,, 所 以 She > So ， 则 有 


т-у 


y а Р 1 0238 ЕЛП ЇЙ (a) 小节 知 收 化 ， 因 此 由 


Tre 
= Sa 


Ee 


ЕСА әз Kek. 
a= 5, 
ану 34 > 0 Bf, жж ўа AS. ”证 完 


жт Sr 
评注 (1) 应 项 级 数 收 敛 的 充 要 条 件 是 部 分 和 有 界 ， 此 结论 经 常用 到 。 
(2) Cauchy 审 伍 原理 在 证 明 数 列 及 级 数 令 散 性 方 晤 是 -个 重 棍 


的 方法 。 
(3) 从 自然 数 到 有 理 数 分数) 到 实数 逐次 通 近 是 一 种 重 贤 的 
数学 方法 。 


сао 在 解 题 时 ， 若 过 到 “ 差 ” 形 式 ， 一 般 考虑 微分 《大 部 分 情 
К 或 积分 中 值 公式 。 
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8 7 ETAJ la a, > улем} 8 7. UE 98 Ek 


Sa-2 Ж. 
证 明 к =u, эши В, = Ea- 
ж aQ Hkn 
ныг 


-ftu мааш) < Matu) < gft < 
= 


uka үз чуд Кл Mia 


ка Hr и Uga и 


即 原 级 数 的 部 分 入, 有 界 ， 改 原 正 项 级 数 收敛 。 证 完 
Hpi (前 苏联 数学 竞赛 题 ) 
例 8 wR pR H а 三 p〔 前 苏联 数学 竞赛 


25 Чан ТЫ =x} 1 


证 明 (1) 当 疡 =1 时 ， > =1=， 上 改 命 题 成 立 。 


ат 
(2) р>1 H рєм 时 ， 令 а, = {т ， 则 原 级 数 


2 ar д? 
ar -а 


- 1 _ ? 
Этиет а, 


其 部 分 利 
B 5 -5X (arna afa абра, +: ag") o 
" {т ара, ЕШ «а 
а pafa (ара — G.) Arn Te 1 Р ЗЕ) 
y Par ha Dp А =p ) < 2-р. FA 
1 ара, ал Әрак а аы а, 


y l == 
T n+ Kna 
af, -af 


(3) 4 p>l H peR №, В, = 之 一 一 
k=l акша, 
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улке Чаа) < $ eriten- Ci „„ 
ара, аға, I ыб, 

综合 (1). (2). (3) 有 < 之 1) 证 完 

rm Рр ФЕЯ 


评注 жан» TD; <p，(P 之 1)。 但 当 p=1 时 就 不 妥 


{n+ ч 


例 9 жану, L KS MAA 


= Е 
— —, №. 
траву? я 


证 明 іса = Атр +р, ， IA ia 
в, = yma 4,1) (go аф 204, 一 dra), 


т 4 ят? 4.9.1 ИІ 
-$ п? -$21 £= D +2(n—D+1 ў" ad 
nn 29. Pi 2 anai nfr Р 
N ау N p N N 2 
-$2 D оў" LS 1 ўя ,1 
m2 fni ma naa mina ain Р 
N- „2 N-J NA N 2 
ҹи юу, пу 1 -$2 + 1 
ві Fa nafa ma ne Pi 
2 N-i м1 N-I 
м Sin. L. 1.42. l n 
Ф Чу md, mfa Р P. waq, һа Fa 
(H кб YL S Ei ekan, WAR, BRAT, WU 


-5 ! «У <r, мя 
í 


1 
19. wa D t p. + + p. та Pa 
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上 
-人 


Ык PTY D вася r, MARRI. 


评注 O 不 等 式 在 证 明 级 数 敛 散 性 方面 起 着 关键 作 用。 
(2) 简 记 法 能 起 到 化 繁 为 简 ， 表 达 清晰 ， 理 顺 问 题 内 部 规律 的 
作用 。 


B 10 设 {00} 为 一 个 数列 ， 令 十 - Ж {а} 


DT, В, «2, T+2YBwT ， 整 理 得 вух 
Р 


界 列 ， 则 对 任意 的 > 0, HMS- 


Te 
证 明 nā, =a ta,+-- +a, 


名 -DZ 5a, +a, +t, ($50) MJ 


па„—(п-—-1)а„у=а„, Aasna, E, )+a 


因此 原 级 数 化 为 > па, Aa) ia 
п 
авагат у, а 
пса А 
і Еи 
例 11 正 项 数列 i 3 МП, ШЕН] Устеу A 
s$- 收敛 。 
证 明 D >: я aL, HERH ій 
a tetta, na, а, 
知 SL raks 
на, 
nomo 5%, р, 
‹2› =: Ë 为 级 数 т Fa, WW S ТЩ 
У 2л 收敛， 
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结合 2п > _2n 1 .、 1 


= =— 2 得 
М +a,+- т 2na,, а, = 
may думна. мў -SLS U kak 
nt Pza n=l 33.1 =G, ml An пшр Әә] 
Mo ШЕЕ 


例 12 与 欧 拉 (Euler) 公 式 有 关 的 级 数 问题 
CO KAZ: Н, = ппс, HES. ТН, У 


1 
с=0.5771---, =, —> 0 


解 Фо = $ -mn 


marty <е<(+-у"@ 1 < Inl + l < 上 
n п п+1 п п 


ЖН ЕЖ З АН йа: z —z a бн +10) ав 


l narl) 
n+l n 


Е хойт {я FEE. RELATERET 


Ledet > }ууш@+ = ир >]na, z, >0, HH 


(е, E F. ARF (е, FRR, 记 limz =c， 则 
lim(#, – Inn) =c R lim(H, – анс) =0 
HEA А, -Inn-c= z, (Ча — оо Й, е, 0 02 Вр 
Н, =1ап+с+е,, Ў ЈАК. 
1+1 + 


+; дя 
(2) 求证 级 数 рес кї. RHH. 


inntete, р 551 (1<р<2) 比较 知 原 


证 明 ” 原 级 数 改 为 De 12 92,5 


级 数 收敛 。 原 级 数 部 分 和 


N 


кн, Н 
В,= > -之 2 


mint mi 
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-È H, -F H, 1 -5-4 SH, 
ntl n+l 全 (ea+Dn+2 n+] @п+1 
S 1 1 

>C 

sa n+l n+2 

H Ны |1 1 
= „лык 1+8 

2 N+2 2 Ni2 N+ zí vn) 

l+4+ 
TEL, —— = lim B, = 上 
的 ў кые 


评注 ЖЫЙ, BORDE ESE 
， 

(3) RRA а-в 。 
v x х 


方法 ， 应 引起 是 够 重视 。 


oel rl LI 
解 {GD a GD 
КОП а 
Ўт так ав. 1 ) 


a 全 не 


1 
1, т L реу) ньо +1 
所 以 I= т Р = бабу +10) А Dle 


Ф113 设 а,>0, k=12,-,n. 5, = Уа, , ШЕЯ 
k= 


A k 

(+a, )< 2 = 

Пано $F 
证 明 a= ear ton = Ee ii 


1 1 1 
一 (+ te +- J) (+a, +919 +) (жа, tx +e) 


В = е =14 sagetas +… ВАЕ В 
i п 


KERR af ( k=12,-.nm22) 因子 的 项 为 一 次 项 。 则 


Па жа) ВАНА 的 全 部 一 次 项 构成 ， PE 是 由 如 的 全 部 一 次 项 
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及 部 分 非 一 次 项 构成 ， 这 是 因为 
п s s spo $? 
ШЗ: Èa И BDI ra i 


Б ба rayta", BERAST 中 不 售 -次 项 ， 易 知 
S, S"... 中 更 不 可 能 含有 一 次 项 ， ma EE жаи, 


уо 


换言之 ， зау nèh, RER nY 中 含有 非 一 次 项 ， 


#0 


a Si ya 
Паза) < 2 T 证 完 
例 14 (х) ех, (0) = (х®), m=0Vy2,.. 。 证 明 
OVAU 
> m! 7° 
х" 
证 明 у(х) =е =È m 
ОРИ 
AG) E m A&G > m > m 
п—! эз. 2л 
лод = о) = x Е -Erz 用 数学 归纳 法 得 
n=l п-0 И 
по) Ў 
и) е1 п" EEn е" 
> П “È mi ^ш ш La 5 
例 15 тдан Уа, 的 部 分 和 为 S, = Ya. REB 
n=l k=l 


Fa eS MIR. 


ж D Ула, 收敛 ， Эм, Улем, AS, В хм, 
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BgsEx, Шо<а,е 52 а," < a el 


所 以 Fah < Ya e + x€ R 
шу a e S= 收敛。 此 时 的 收 敏 域 为 xe (оон) 
пт 


(2) Уа, 发 散 ， S, -> Ho (4 n — = RJ) 


т 


щ хо, ае?” 2а, KA Paet > Уа, AT 


тї n=l 


Eae 发 散 。 


当 x>0 时， fè eraros, -8S )=a,e $ 2 ае", B) 
1 


5, 


ае S E a ‚ PF bÁ Уа" = Убе "a= СФ S=0) 
k n=l n- 


[erd ERR. жае" бый. а 
x e (0, +0} 
例 16 “已 知 数列 人 ,单调 下 降 趋 于 0， 且 


b, =а, 2а, +a, I 2 0(Vne М), 证 明 》 nb, =a ° 


КеП 


HERR s= $b, =a аа Mara am) Sa. ЖЯ» 故 级 数 
та 
У, KA. АЎ, nb, =a, = lim n(a,,, —a,.=) > FUE lim nfa, a = аы)= 
2; 2: жэш эе 


0, ИВ Шл(а„,-а„„)=с>б, е=5, IN, “n> А, 
nos 


с с 
Anan аа) 20-553 


Man a> EMA атаа) > È gp ANAR 
n 


nN iL ахи 
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Уа-а) е 但 Уа, -6,2) 的 部 分 和 


м 
> (аы —a,,)= aya a. Say AA MAA 
Уа, са) 80. АТАС. 


所 以 Jima(a —а„,)=0 
因此 有 六 mm =a, 证 完 
n=l 


例 17 PEDAS У a, Исе, BO ta, 单调 下 降 ， 则 
n=l 


limna, =0 。 
A jasa, BAARS a, k MAR ve>0, 
k=l nal 
IN =N, 及 任意 自然 数 p， 有 
[Sas Sy [Fayn taya tota, <E 


又 因为 数列 {a,} 单 调 下 降 ， 故 


x 
Pas. < ауа tayo + TQ. < {7-2) 


由 级 数 收 雍 的 必要 条 件 得 lima, =0 , 对 上 述 和 N (固定 )， 有 


іта, =0 
Шт акар 


БЕЖЕ, IP, 34 p> РИ, а, <. 7-32 
从 而 结合 式 〈7-2)、 式 (7-3) 得 
(М + playin — Мау, рау, < 


9 Ме М+Р, н> No 时 ， 有 na, <e 
Ет та, =0 证 完 


пә 
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例 18 ams Ela- (>1)。 


те 
їп" 


证 明 B=" [х1 ра ра Aa 


х1" 1+ Tes 


уси ун (у? 

ез, z Èy -i Èy 
-È -$ ї рэ ü Tesis T p = туа 
所 B= lim B, =È 故 命题 成 立 。 证 完 


例 19 PERSU a, К. Не" =a, + eat 


(в = 12,-- 2 чєн УЬ, LES 


E: 
证 阴 Нет ет) а, E 
1-е =a e ™ 所 以 b, = ш0-а,е г”) 
вж, =Y ma- ае"), чаву, 为 负 项 级 数 ， 且 由 比较 


^1 


залята ве Уза" ' 相间 ， пія а Sae "и. sk 
кї т 


вау, кек. ШЗ 


例 20 WEHH4T P Ef 理 数 都 可 表示 为 调和 数列 由 /只 中 有 限 项 之 
ж. 

за ” 设 有 现 数 为 4/B， 

(ID ч АГВ= ТЕЧ, ЖА) 中 的 “1” 即 可 。 


‹22 маат, wir ЖЖ. 必 存 在 an。 惟一 )， 使 得 
k=l 


， 则 证 完 ， 若 等 号 不 成 立 ， 则 有 


l < 1 h У желе © >, 
Pas «Жї ЖЖС, D, М Н. ЮША D’ 可 以 


m 1l C, 1 a A W1 1 
s ， 者 等 号 成 立 ， 则 二 = , 
使 得 二 р BAD, Mg aen) 
等 号 不 成 立 ， 令 
С, G 1 _CG@+D- D 
D, D, mil D+D 
C,=C@+D)- D. <C, 
2 Cn <D = Cn - D <0 => Сү(т +1)- D <C) м Ж м 
1 т 
C, / D, МНТ, ЕС, < С, СЕС, 变 得 更 小 
由 多 的 构造 知 多 < О 1, ярин т), EE 
2 


n D m n+l 


证 完 ; Ж 


(20), D = D(m +1) 8, 


ЕХ m 
， 证 完 ; 若 等 号 不 成 立 ， 


， 约 分 后 C=1 为 咎 。 


Ek m+l n,+1 
D, 
1 C, 


ыр | 
则 继续 上 述 步骤 ， 直到 So „© 1 
m” 1 
A Wi 91 с, нора. в С» 
[р Пр: 《 式 中 或 者 Cu IREE 


+ 
m- 
т Rma E 
Hi T C, 在 逐步 减少 ， 因 此 能 做 到 这 -点 。 
iai B, +1 т т m 


А А_1 1.1 1 1 — 1 
(3) 10<—<1В], —=— A= +— +t = 
B B B B m, т, т) вт 


也 能 用 17) 中 有 限 互 异 项 之 和 表示 。 证 完 
附注 ” 原 题 证 明 过 程 缺 少 (1), (3) 部 分 ， 不 妥当 。 
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7.3 自 测 题 及 提示 
7.3.1 自 测 题 
1. пао, RA 证 明 (1) утят, 2 узж 
Sk. 其中， эии, 
2. кбйс L У r tak. 


п? пі nt 


3. зана, ë, фе ， MW: REAN 


4， 正 项 数列 {a,j} 单调 增加 ，i ао, 9%, 
5， 正 项 数列 (н, взи нил, enant Наа (о>б) 


в. Жой þa, HEM, E nlo, а 3881, EWR а, 


7. эллан вн. 令 R= Ха 则 级 数 


кта 


8. armana, ЖЖЖЖ, иу (o>3) геа 


9. a, лей, Иа, Be e> yem. 


10. HAAS ген. 
FoI 


ат 


.将 эзия у S n Tama 表示 成 “个 有 理 数 。 


mš`n + тн? + 2mn 
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12， 求 下 列 级 数 的 值 


1 п+2 
a) ; 
` > n(n+ D)(n+ 2) = > {nn + Dn + 2)! 


13， 证 明 级 数 PC Ea. 


F 


14. 证 明 (1) ж” zily Cs >0) 8. 


= =l = У 6>) 
_ н=1 
15， 求 下 列 级 数 的 收 敏 域 
eye- CD” 1-х 
(15 Н 
! > (Зя —1)2” 2 9 Ir. 


16， 求 下 列 级 数 的 和 函数 

en: +] , ë x” 
59: > P: 0) аяу 
7.32 自 测 题 提示 
1， 参 照例 6 证 明 方 法 
2. Фа, =1， 则 3,= 关 ， 运 用 第 1 ANE. 
3. 记 8= Хе. s= а, ШК, =S ~S, 


к= 


R, Е B, — B, 


{B AEF > +: кажу -52 


no oml п г 


仿 例 题 6 可 证 明 此 级 数 发 散 。 
4. (1) <= 


al a а 


N 
-a, a a, ара, ay. M 
9 Ann TAn ан 78. AN а мы = 
S = > < > = < 
а, 


а, 


(кем эжи 中 的 界 ) (2) 一 :参照 例 6 (1) 题 方 法 2。 


5. 参照 例 6 (2) 题 方法 2 RPT. 
6. By -Ў нб, а, )= Му 一 Уа, ШЖ 


ян 
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a, = Му -Ву, Ẹ N — e ВШ]. 


& 


x 
в, = ба 一 
ЕК Үе JR. 
s s= E. ， 由 正 项 级 数 У a, 收 敏 知 B, 有 界 。 
б 7 F = 
8. в-а Ў - Уау 
n=l azl п=1 m 
9. 提示 (1) Ў < 9 = 1 Sa, ， 由 比较 审 敏 法 知 级 


азаа 


m S, 


(2) < 运用 反 证 法 仿 例 6 (1) 题 的 方法 1， 或 参照 例 6 《1) 
题 的 方法 2、3。 
10， 由 网 拉 公 式 得 一 二 -本 -6 “二 ， 由 比较 审 效 


Tl озюне» дсн» 
1% 


法 知 原 级 数 与 у ir ЖШН, тй > кй. 


и. 解 : irs ЎЎ 


44 т?п + тп? +2тп 


Кп 


1 ч 1 
ана) 


ml 


= M 
=> 1 lim `C 1 
24 (п +2) м4 т m+n+2 
-5 Hp 

“nn +2) 


THAAI = 7/4 
12. (1) ИЖАТ =1/4 
п+2 


x 
(D 1, БТЗ” Yi" Утэу 


PE] x = 
_ 1 1 


2 (N+2! 


м 


， 则 原 级 数 = lim 1-2 
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13. жаш ус у" ЎН = 0" kama ИТҮ 
_ k=l п-1 


жузш ў Сие нд, а 可 以 证 明 (1)》 lim 


Nm 


=0; (2) 


іал 


t 


TT 单 油 下 降 (т>3) 


故 级 数 yem жй, 


га. [7® а але 3 -i -RDKS 


T 
(2) 参照 例 19. 
15. (1) хе(-1,3]: (2) xe[0-) 


nl 


2 x 
16. C1) S= е (хей); 


(2) 50) = (e te +2совл) (xe R). 


第 8 章 函数 方程 与 微分 方程 


8.1 内 容 提 要 

本 章 主要 有 两 个 问题 ， 一 -是 根据 实际 问题 和 所 给 条 件 建立 有 自 
变量 、 未 知 | 函数 的 方程 及 初始 条 件 。 二 是 求解 方程 ， 包 括 方程 的 通 解 
和 满足 初始 条 件 的 特 解 以 及 对 解 性 质 的 讨论 等 。 

在 列 方程 方面 ， 主 要 指 有 关 微 分 方程 的 问题 ， 这 需要 根据 题 意 ， 
搞 清 问 题记 涉及 到 的 基本 物理 或 几何 量 的 意义 ， 结 合 其 他 相关 知识 
通过 分 析 导 数 与 函数 之 问 关系 ， 使 问题 得 到 解决 。 

有 些微 分 方程 可 能 来 自 其 他 数学 问题 的 转化 ， 例 如 由 积分 方程 
得 出 ， 来 白 曲 线 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 等 。 此 时 应 转化 为 微分 方 
程 来 求解 。 

在 求解 函数 方程 方面 ， 要 充分 分 析 方程 的 类 型 ， 选 择 合适 的 方 
法 求解 。 重 点 掌 操 递 推 法 和 变量 转化 法 等 。 做 什么 样 的 变量 蔡 换 ， 应 
结合 方程 的 具体 特点 ， 选 择 变量 特 换 可 采用 试探 方式 ， 合 适 的 、 使 方 
程 得 到 简化 或 化 成 熟悉 形式 的 则 采用 ， 否 则 重新 选择 。 

8.2 例题 解析 

例 1 BERA f(x) Я) (оогоо) 内 一 切 x 有 .Fe = fO), H. fO) 
在 x=0，x=1 处 连续 ， 证 明了 (x) ТЕ (—o,+oo) 为 常数 。 

分 析 ”可 以 利用 连续 函数 的 定义 和 递 推 法 进行 证 明 。 

证 明 当 x>0 时 ， 由 题 设 得 到 


го) До? у= Лой) ДХ”) = 
L L 

RHR fa) = im 027) = (imx”)= AD 
Haco WSS. 
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х0, f(@)=lim Р) = О) 

о) = AD 

例 2 у(х) (хну) = /(х)+ fO). ТЕ ЗЕ X, 
?成 立 。 证 明 在 x=0 处 连续 的 惟一 解 为 (x) =ax ，a 为 常数 。 

分 析 可 以 从 函数 方程 出 发 ， 由 简单 情况 入 手 ， 一 步 一 步 地 推 
导 ， 边 推导 边 归纳 ， 逐 步 达到 所 希望 的 结果 。 

证 明 1 首先 迹 明 对 十 任意 的 实数 c， 有 f(x) = eft) 。 事 实 上 ， 
/Ох) = Sfat = Од + fG)=2/() 
Эх) = /(2х+х) = /(2ху+ f(x) =2f(xy+ fa) =3 f(x) 

Ж /((п-1)уху= (п Гоо), W (пх) = /(#—1ух+х) 
= fn- D+ Ло) = (п О) + f(x) = nf (z) 
即 对 于 任意 的 正 整数 4， 得 到 f(nx) =nf GO 。 

在 上 式 中 用 xin 代 换 其 中 的 x， 得 到 (x) =nftx/n)， 即 
Дек! пу= 了 (Xx)/n， 从 调 对 二 任意 的 正 整 数 x，mw， 我 们 有 

Jf(mx í n) = mf (x) п 

XBLf(0)= f(0+0)= /(0)+ f(0), #k /(0)=0. 
S+ Рх) = (кх) = /(0)=0, BRE у(х) = fO) > 

A mein 代替 其 中 的 x， fmin) = -mf(x)/ n 

综 上 我 们 得 到 当 c 为 有 理 数 时 ， (ех) = cf(x) 。 但 任何 万 理 数 ， 
都 可 以 表示 成 有 理 数 序列 的 极限 。 所 以 对 于 任意 的 无 再 数 c ， 存 在 有 
埋 数 序列 fc,} ， 使 得 当 m 一 o Ч, с, эс. TÆ 

S) —e, f = f(ex)— f(c,x)= f(ex—c,x) = fl(c —c,)x] 
Фпә=ю, ШР fO Ех ОДЕ, /(с—с„)х]—> /(0)=0 

从 而 对 二 任意 的 实数 <。 Ж (сх) = ef(x) 。 对 于 任意 的 实数 x ， 
AGO = Рос) = А), ШЕ. 

注意 ”本题 车 将 条 件 函 数 在 x = 0 ДЕ ЗО СТЕБ [Н] CecÇn,m 内 有 
界 ， 结 论 也 -- 样 成 立 。 事实 上， 我 们 容易 得 到 ， 对 于 任意 的 正 整 数 2， 
”有 уох пу= РО) н 以 及 f(0)=0， 于 是 得 到 |f(x)- r(O)|=|ro)|= 
хип) |до) Е (т) АО, И, R 
нА. |Р) – ГО ETER Оо 在 *=0 处 连续 ， 由 例 
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题 证 明 过 程 即 知 结论 成 立 。 


ШЕВА 2 让 于 oo 在 x=0 处 连续 ， 册 函数 方程 易 知 f(x) 在 实数 


НЕОФИТ С, Ад f(x) ERRE u,v) ETI, AARRE 
我 们 有 


8 


B= 


[roya e пода [ „гоо 


+e); 2 


spee a 


lo 


т p 


+u 
Ddr 
“+9 


fen C + 


lo 


= 人 п акк УЖЫ Dd: 


= flur vdt 

= (кш) (и) + 7001/2 
вр reode = (у-ну /(и)+ ЛО 2 
Ази, у] = а, х], A [одах = (х- а /(ау+ fG91/2 , 
AER u =b] E [Fod e- Ло) + 0912, 
#RDSv]=la,b), Ж fd =@- а)ба) + 2: 


利用 定 积分 的 区 间 可 加 性 ， 有 
б OL (a) + ГО) + -DL + FEY 
=(b -oF a+ rE 
ЖИН О) = ахд. Frito =[f(b)—- f(ay]/(a+b), 


=[/(a)b- 0а] Қа + Б), FHE ГО) 的 线性 形式 代入 诛 方 程 ， 得 到 


0, Kra). 
BR. Ж f(x) 连续 的 条 件 改 成 单调 ， 或 在 任意 闲 区 间 上 可 积 ， 


由 上 面 的 证 法 2 知 结论 仍然 成 立 。 另 外 ， 对 于 满足 下 列 等 式 的 函数 
[год = ою) + /G91/2 ， 通 解 为 线性 函数 。 很 多 问题 可 以 


转化 为 该 问题 的 证 明 ， 请 读者 注意 该 结论 。 


证 明 3 vx 及 自然 数 x， 有 
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Лод ро 2) = Ра) в FCD = пу), Bl 
п н п п 


GD = 上 /Ga ， 由 条 件 可 得 
” п 


Xi Xa КЕ x, 一 x; хэ Ка x, 
IG ttot Fu II+ +С) 
# у(®+®%+...+%у-1ў 
Ama С +++ у= у Go 
依 凸 函数 的 jensen PERAIRE JEN, ДЕ РЕБЕЗ. М 
为 易 知 /(0у=0, Я У(ху=ах (а 为 常数 )。 
例 3 В ех) 对 于 任意 的 x 及 a 满足 
= [reai = fO), a=0, З f(x). 
Ñ —x+a=u, х-а=у, M|x=(+y)/2, a=(u-vy/2, 多 
АТЧА ut РЕ A FI 
га) + Ро) = fx A+ f(x +a) 
1 ро-ана (х+т)+а. 


1 
= HOES sÍ f(D 


= Ja lx-a)e xta) а 


х+2а 1 р 
[fa =270) =25 (й 


аза 


=L 
2a 

21 х+а _ 2 ne 

= 了 人 Ad = [оа 


由 例题 2 的 证 明 2 知 ， 满 足 原 方程 的 函数 的 通 解 为 线性 两 数 。 

Год =ох+в, а, ВЕЖ. 

例 4 ВЕЖЕ FO 满足 如 下 函数 方程 ， 对 十 任意 的 实数 x，y， 
Ложку fe уу =2 FG) fO), Ж FG) 在 实数 轴 上 不 恒 为 零 的 连 

分 析 可 以 用 数学 归纳 法 进行 求解 。 

解 ” 在 函数 方程 中 令 y=0， 得 2f{x)=2f(X) 了 (0)， 因 f(x) 不 
但 为 零 ， 所 以 (0) =1。 在 原 函 数 方程 中 令 x=0， 得 到 
SOES ESO ， 即 对 于 任意 实数 zx， /(-ху= 0) 5 

因 7(0) =1， 依 据 连 续 末 数 的 局 部 保 号 性 ， 存 在 常数 c>0， 使 得 
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"xe [0,c] IF, 17) > 0, БЕ / (с) 的 取 值 范围 进行 讨论 。 

当 (с) <1 В, ТРТЕӨє[О,л /2)， 使 得 f(c) = con. FHRS 
学 归纳 法 证 明 对 于 任意 的 实数 x A f(ex) =cosóc. ARRIETA 
GRIEHI ASO- О-у), 令 x=y=c， 得 到 
Ge) = Afc)? — f(0) = 2cos2 8 -1 = соз20 

ВБРР 7 HEEK. АРАЗ. MA 
пс) = fi -1)с+с}= 27101 ~ 0с] (о) – Рн – 2)0] 

= 2соѕ(и — 1)@cos 0 — cos(n – 2)0 = cosn@ 

即 对 十 任意 的 正 整 数 x， 我 们 有 (нс) = созпӨ 。 

HRR RITES R SOSO =y) РО у)\/2. 
令 x=y=c12 代 入 上 式 ，[ tc/12)]? = (cos +1)/2 = [cos(@ / 2)? 

注意 到 c/2e[0,c]， FA (672) 0, WA (72) = соѕ(0/2) . 

上 髓 次 利用 数学 归纳 法 ， 著 已 有 f(e /2"')= соѕ(0 72"), WI 

LEIP =[f(e/2”)+ f(0)]/ 2 =[сов(0/2”!)+1]/2 
=[соз(@ / 2")? 

因 /(с/ 2”) АЕ, PTA f(e/2")= сов(Ө/2"у. 

这 就 证 明了 上 式 对 一 切 正 整数 中 成 立 。 由 rnce)= cosn8 ЯП 
(cf12") =cos(9712")， 我 们 得 到 (me/2”)= созт! 2") 

注意 到 仔 何 x>0， 总 可 以 写成 是 m/2" 形 式 的 实数 的 极限 ， 姓 
对 于 任意 的 x>0 ， 存 在 fo} О йй т/2” )， 使 得 汝 ic 时， 
nax AEF f(xc) = cosx8 ， 令 1 一 o ， 由 连续 性 得 到 
flex) = соѕбх, PRERA /(х) ARRARO) =1， 当 x 委 0 时， 
(ax) = соѕ@х EIRE e 

将 上 式 中 的 x 换 成 xyc， 记 a=2ic， 就 有 у(х) =созах. 

若 .Aiej>1， 类 似 可 以 证 明 (x)= chax 。 


例 5 设 .ro 在 zx=0 附 近 有 界 ， RESO- D, 求 
函数 f(x) 。 
分 析 可 以 利用 弟 推 法 和 极限 进行 求解 。 
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Ж BkLyoD- 27) x, ОХЭКНЕЯГ 


LPSO ху 1 22 
5762732760 =з 


1 1 1 
эт ГЮ зу ЛС) = rC 


1 А __1 x. 1 x a 
зт) з G) = =G 

将 上 面 各 式 相 加 ， 得 到 
fe) анаар) 


Lax, Bo lx, 

Ро) =з Go) +S x п-б) 1 

чи — оо Н, х/2° 00, X f(x х= 0 КОА, AA 
Род) = 802/7. 

BL 6 Бя /(х){Е(-®=,+юу LAE, 00) 存 任 ， 且 对 任意 的 
SKP x, y AH f(x + у) = fOO RAR fO. 

分 析 “可 以 利用 导数 的 定义 求 出 导数 ， 再 积分 得 到 。 也 可 以 转 
化 为 例题 2 的 形式 进行 求解 。 

解法 1 НР (+ у) = Оо) Oy Eyo, W 
Ло) = о) к /(0)› BAO. 

Xa 0080. ЛО) у, шур} 


对 上 式 两 端 取 极 限 ， 于 是 有 
рор сва ООЛО) _ 
У 


уо 
= f'(0) + 2x 
Вр) = 了 (0)+2x， 两 边 积分 得 р(х) = Oxa +C, 将 f(0)=0 
代入 下 式 得 C=0， 故 f= (0)x+x?。 
解法 2 ewf- s xeR, WA ga +y) = к(х)+ (Р), 
gO) 为 实数 轴 上 连续 函数 ， 由 例题 2 知道 : g(x) 为 齐 次 线性 函数 ， 


im +2х] 
ре 


0-0 
y- 0 
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Н а(х) = g(l)x, Fehg0)=f0)-1. 

因此 f(x) = х? +[/(1)—1]х, Ж ЖЭЭК. 

4] 7 жий кя уе [аг = х+ лос Dar 的 可 微 函数 
Оо) 

Эіп HTE БЕЙ RAD. Ф а ай ОҢ. EERI A 
复合 函数 ， 则 可 以 先 考虑 做 变量 替换 使 之 成 为 简单 形式 再 说 。 

ж 上 ee-0dt=『 оғада) 

= x [| fdu -bud 

кое?) | уйй = x+ x sadu- ау udu 

两 边 对 x 求 导 ， 得 到 
foy=1+ f Sedus- G du 

БИКА К, HOw ， 积 分 得 到 /(х)=Се*, ЮП 


f(0)=1, @С=1, О) = es. 
例 8 i fO 6 (оо, оо) KATERE ОЙМА 


AD=2 о?у? куду, RAR уб). 


Аш г 
分 析 тн ЖШ ЭЙ КИН Ыл. ГЕД Же 63348 АА 


标 替 换 安 成 简单 的 形式 。 
解 ” 显然 (0)=0，J(x) 为 偶 函 数 ， 因 此 只 需求 出 当 t>0 时 函 


HSO 的 表达 式 。 利 用 极 坐 标 替 换 得 
0 = 2] аө[ оа = ат [ә ror 
上 式 两 边 对 # В, 18) ат PSOH o 


LÒ дз 1 . _ 
өя” ‚ йй Ini OH t +C 
将 (0)=0 代 入 上 式 , 得 C=0， 于 是 


пуж е, BSE —1)/д, 20, 
IB fO) К, Е (соосу А, fa) = (e -DA + 


156 
#1 9 и-и + 六) 具有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 且 满足 两 数 广 
+020, 试 求 函 数 w(x,y) 的 表达 式 。 
分 析 ао, E e +y 的 函数 ， 可 以 考虑 采用 极 坐标 进行 
转化 ， 利 用 求解 微分 方程 的 方法 得 到 表达 式 。 


解 —r=jJx + 2, BJju(x,y)=u(r)s 
ди _ du ôr _ x du 


Өх da rd 


x 
azu -Ey du К к du -Ey аи у? du 
Әх? ‘к d r dr r dr > dr 


Ə _ yodu x ди 
有 有 对 称 性 有 тан 
Ə Pu ldu d'u 
全 人 全 一 
жт a ар r dr dr: 
an r ЭБЕ па (к) = лас 
u'(r r 


此 мо, 即 а) = C mr+C,. 


Н Ло) М, А 


例 10 amO ， 其 


= =-Бу?, jË fü) Ca>05>0)。 


Яй окне рх. ун, Ж 
化 为 常 微分 方程 进行 求解 。 
解 Z-O OC 
х х x ` x yy 


=a 


适当 的 变量 替换 ， 


=у(@-#у'‹(®у+2у(® 
х x x У 


= ð Уу У У „х 
a 5760 Се?! 
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= у-у-у учу) 
x x x x x y x y y 


е 
x y y y 


о вух. ВР у"(7)-2@ уа) = ву? 
а а y y 
ФУ =u, m аута әче 
P 
u f'(ay+ 2 f" Hse bu’ 
la meal, L POO- abt 
Beler Musi a'H Odb 
3 
ЖЕН 2и? fa), È 2 Ë 
и u 
解 方程 组 wf"(wW)+2 ro = а?Ьи* 
, 
w fru) PCD 8 Ë 
и и 
BA-le burab, SUB 
3 3 u 


уш) = гаыа -abuh +G, 
再 次 积分 得 f Ga) = -让 be фай 2 +Си+ С, 
1k (х) = ай каабы? +C,x+ C, 


例 11 REAK) хОу ЖШ EH ЕНН В, He 
积分 | 2x9dx+ Оо y)dy 与 路 径 无 关 ， 并 对 任意 :全 有 


Г зоа + Ое Dd = | „2жуФх + On) ЖОО) + 


分 析 АРИ, 应 起 到 满足 2 = 20. 
解 ” 由 曲线 积分 与 路 福元 头 的 条 件 有 
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ар _20 20 
арас а 27 
Обет +C(y), Жн CO) 为 待定 函数 。 
x. |“) 2xydx + Q(x, y)dy = [одак +С(уу 


(0,0) 


=[2х-04де+ ро +C0ylay= + [ Coyay 


fo Zd + Q(x Dey 


0,0) 
= [и CO = + f Cody 
由 题 设 条 件 有 
солду =: + сода 
等 式 两 边 对 + 求 导 ， 得 
2t=1+C(), Са)=2-1 
JAWICO)=2y-1, MWO у) =? +2у-1. 
例 12 З О) 具有 一 阶 连 续 导数 ，A(OD =0. у'(бу=1, 
АБ [об + у) – fOc)ylde + О) + 2 yd =0 为 :全 微分 方程 ， 求 
о) 及 此 全 微分 方程 的 通 解 。 


分 析 由 方程 满足 全 微分 方程 的 条 件 有 


的 微分 方程 。 
ôP _ aQ 


解 方程 为 全 微分 方程 的 充 要 条 件 = 
др ë 


P., sin OD Wa 


ВП х^+2ху-— fO) = f(x) + 2xy 

亦 即 ут) f(x) = x° 

ПОНЕО РАМЕ ЛИЕ A +l=0, A=żi 

JSE Жк а RAIER KAES ЧЕНИ /`(ху=х®-2 
й fO) = С, cosx+C,sinx+ x° 一 2 

70) =0, 0) = ВА EsoRI С, = 2,6, =1 

于 是 f(x) = 2совх +зіпхъ х? 2 
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原 全 微分 方程 等 价 十 


[xy —(2cosx+2sinx)y+2y]dx £(—2sinx+cosx +2x+ x2y)dy = 0 
利用 分 项 组 合法 
(xy2dx+ x2ydy)+ d[( —2sinx+ cosx)y]+ 2(xdy + ydx) = 0 


ER Jaa?) +d[(—2sin x + сов х) у]+24(ху) = 0 


t Lye + (—2sin x+ cos x)y +2xy = C 即 为 床 全 微分 方程 的 通 


例 13 设 对 半空 间 x 20 中 任意 光滑 闭 曲面 5 均 有 
fe ux)dydz+ Ye” -1yu*(x)dzdx=0， 其 中 u(x) (0,0) FE 
š 


=й, жийир). 


分 析 “可 以 先 用 高 斯 公式 对 积分 进行 变换 ， 利 用 任意 性 得 出 
их) 满足 的 微分 方程。 


解 ” 记 5 围 成 的 区 域 为 合 ， 先 由 高 斯 公式 得 
(ео e *u(x)+ Ме -lu (dF = 0 
a 


H Q 得 任意 性 有 
еи! (х) e "u(x) + Je" —12(x)=0 (x Z= 0), 
亦 即 w(x) -u(x) = -eye’ tu? (x) 
该 方程 是 伯 努 利 类 型 方程 ， 解 这 个 方程 得 
и rw -u (x) =e ye —1 
Затон) ее, 
Вр Een ху) = еме“ -1 
елит) = fe” Jes —1йх+С = [e +02 а 


=2ји +r )dr+ с-20+202 Lc 
5 3 


760 
5 3 
26"): + -Di+C 


а(х) р (хә 0), 


5 
Ze- tien? +C 

其 中 C>0 为 任意 常数 。 

例 14 解 微分 方程 ycosy=(l+cosxsiny)siny。 

分 析 ”该 微分 方程 不 属 证 熟知 类 型 ， 可 以 先 利用 变量 替换 变 成 
己 知 类 型 微分 方程 。 

dy 
解 令 z=siny， А созу = S 


。 代 入 原 方 程 ， 得 怕 努 利 方程 
dz 2 
— z = z? cosx 
dx 

两 边 同 除 以 z? 92-21 =cosx 

-2 dz z= du 
代入 上 方程 ， 得 BŽ, u=-cosx 
解 此 一 阶 线性 方程 wx=e їе [совхо асс, 
=L (eosx+sina) + Се 
RE u -1 == ѕіп у, 81 lacosx+sinx)+ Се" А 
z sin y 2 


+cosx+sinx=C e 


即 得 原 方程 通 解 为 -2 
sin y 


例 15” 求 微分 方程 : moy- + y = О Йй 

分 析 这 虽然 是 变 系数 的 二 阶 线 性 微分 方程 ， 但 不 难 通过 观察 
得 到 一 个 特 解 y = х. BAA у, = w(x)y 求 男 一 个 线性 无 大 的 特 解 妇 
可 。 另 外 一 种 解法 是 通过 变量 代 换 把 原 方程 化 为 一 阶 方程 。 

解法 1 因 y=x 满 号 原 方程 ， 礁 是 其 - -个 特 解 ， 设 y= нбх) 

=хи{х), 求 它 的 一 阶 和 二 阶 导数 后 代入 三 各 得 
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(х? In xXxu”"(x) + 2 (x)) = x(xu'(x) + u(x)) + хи(х) = 0 

ВП х1 хуи") + х (2Inx—l(x)= 0 

令 p=w'(x) ， 化 简 后 得 

anaE rm-Dp=0 


由 分 高 变量 法 解 得 p = mz 《 取 一 个 解 即 叮 )、 故 


u= [pax = [1256 = mt, с 
从 而 y=Inx+1， 原 方程 的 通 解 为 y= Cx+C{lInx+1)。 
解法 2 令 1:=lnx， 则 

yd 14 

та dide хаг 

中 буб 14у 14у 


агага аах x d 
代入 原 方 程 得 
иу _ dy _ 
тай кш! у =>1=0 


а-у, 则 原 方程 化 为 4 -u= 用 分 离 变 量 法 解 此 方 
程 ， Auce. 从 而 有 


解 此 一 阶 线性 方程 ， 得 
у= еіс Јас, 
=C,(@+))+C,e' 
=C.(Inx+1)+C,x 
116 RAFE Axy" A y" + Axy =1 的 通 解 。 
分 析 观察 出 特 解 形 如 y* = ax 1 ， 定 出 a 值 ， 相 应 齐 次 方程 为 欧 
拉 方 程 ， 作 变换 x=e' 即 可 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 。 
B ”首先 试探 方程 是 否 有 形 如 = ax ' 的 特 解 ， 代 入 方程 得 
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a(-24-8-4)=l БШа=-—1/36 
求 出 特 解 为 y= 一直 x**， 再 求 齐 次 方 各 
+x =0 的 通 解 ， 该 方 
程 是 欧 拉 方程 ， 令 x=e' 可 化 为 常 系数 线性 齐 次 访 程 
dy йу So 
ёг" d? d 
解 其 特征 方程 r(r 一 2)* = 0 ， 得 通 解 
у=С,+С,е” + Cte” = C, +C,x? +Cx In x 


所 以 ， 原 方 种 的 通 解 为 


1 
=C, + Cx? + Су? lnx 一 一 一 
y 1 2х зх 36x 


例 17 一 小 船 4 从 原点 出 发 ， 以 匀速 内 河上 轴 正 向 行驶 ， 另 - 
¿B B M x $A E BJ š (x,0) (x6 < 引出 发 ， 朝 4 追 去 ， 其 速度 方向 始 
ЖН А, ЖЛЕ ЛУ АДЕ. CO 求 船 巨 的 运动 方程 。5C2》 如 果 
站 >W， 问 船 互 需要 多 少时 间 才 能 追 上 船 4 。 

分 析 ”利用 导数 的 物理 含义 ， 先 
建立 运动 轨迹 的 微分 方程 ， 解 此 方程 ， 
求 出 追 上 所 需要 的 时 间 。 

解 ” 设 小 船 B 的 运动 轨迹 为 
у= Vx) ， 因 为 小 船 B 的 速度 方向 始 
HIA, AE 8-1) 故 有 
ФУ MC. „ЧУ u у 


dx -x 

上 式 两 端 同 时 对 x 求 导 ,得 
dx х Фу 
а у ах? 


又 因 船 B КОЖЕК Au, АК 


_ |x. dx. _ do dx 
Wy +G = lG а; 
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мае 31002 r ха 
dx 


M: 


以 政 初 值 条 件 
oa=0， 业 10。 
显然 该 方程 为 可 降 阶 方程 ， 令 p= 灶 ， k=, #8 
У 


хад Пр? =0 ，p(xs)=0， 解 此 微分 方程 ， 得 


арр) ла, Н p озу Ey 
x dx 2 x Xo 

再 积分 ， 以 及 利用 уб) = 0 ， 于 是 小 船 的 运动 轨迹 为 

БЯ У Хог l| (Хоув оху 26 

Seah уб) СӘ tras H 


=a 1 а ао L zy 1. 
з=, у(х) 2108212069 21 


ШИЯ = <H, в ВВЕ БАА, Аз ВӘ L 


1 


船 44 时 ， 其 模 坐 标 为 0， 故 要 求 出 


1 x 


, х; 1 x, 
А - lim- %2 oye кы _ 
Пв уб) = ва р сут! 
хы 25 
221-2 
р хо 2k dy 
арн В WIRA - TT ， АО = t у, 
ху 2k x k Хуу ; 
#7 = — 22 „Шт 0. 5001, ЩН ВВ Eñü A 
得 ww эта" “Туа шу, ü 
HERAT =- 。 
v 一 由 


#j 18 一 质量 为 mm 的 质点 ， 以 初速 度 w BAWA БМД, FA 
MAHET AY (04>0 为 常数 )， 试 求 到 达 最 商 点 的 时 间 。 

解 ” 设 在 向 上 摔 时 质点 在 时 刻 : 的 速度 为 v(t)， 则 由 牛顿 第 一 定 
律 得 
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= mg- Ау? =" 


该 方程 是 可 分 离 变 量 的 微分 方程 ， 容 易 求 出 它 的 通 解 为 


Z arctan 4, =-t+C 
Ag mg 


将 初始 条 件 v(0) = v RAER, 得 


-arctan E =C 
Ag mg 
v= n tan(arctan F -I 48 у 
А mg m 


所 以 ， 到 达 最 高 点 的 时 间 


№ 
ë 


例 19 ”长 为 了 的 均匀 链条 放 在 一 个 水 平 的 无 摩擦 的 桌面 上， 链条 
在 桌 边 最 挂 下 来 的 长 度 为 问 ， 求 由 重力 使 链条 全 部 滑 离 桌面 所 需要 的 
时 间 。 
解 ”如 图 8-2 所 示 , 设 在 时 刻 +， ix 
链条 在 桌 边 下 垂 的 部 分 长 为 777777 7 
хех), ЛОВЕН В О и, 
则 使 链条 下 滑 的 重力 为 mgo HE 


ха) 


顿 第 二 定律 
ах 
zg = “үт 
得 到 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 К-ин 
ах 0 Ра 8-2 


> 
х(0) =ф,х'(0)=0 
解 得 
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_ 
{= „ҮР, 


b 
x => 
当 x=! 时 ， 解 得 所 需 时 间 : 为 
人 -b 
Е b 
例 20 设 一 车 间 的 容积 为 10800m? ， 开 始 时 空气 中 CO, 的 浓度 
为 0.12% ， 为 降低 CO; 的 含量 ， 用 一 台风 量 为 25Sm?/s 的 鼓风机 通 入 
СО, 浓度 为 0.04% 的 新 鲜 空气 ， 假 定 通 入 的 新 鲜 空气 与 车 间 原 有 空 
气 能 很 快 混合 均 甸 ， 上 且 以 相同 商量 排出 ， 问 鼓风机 开动 10 min 后 ， 
车 间 中 CO, 的 浓度 为 多 少 ? 
分 析 ” 先 根据 CO, 的 量 列 出 方程 ， 导 出 微分 方程 并 求解 。 
解 ” 设 车 间 中 CO, 的 浓度 和 村 间 t 的 关系 为 y= y(t)。 由 题 意 知 
10800у(ғ) + 254 x 0.04% = (10800 + 25A1)y(t + AB) 


ЕП 10800Ay + 2SA1y(t + АР) = 25A х 0.04% 
或 108002 + 25у({ + Аг) = 0.01 
At 越 小 上 式 越 精确 ， 令 人 At 一 0 得 微分 方程 
dy 


10800— + 25y = 0.01 
art OY 


解 得 y= Се" + 0.0004 

将 初始 条 件 y(0) = 0.12% 代入 上 式 ， 得 C=0.0008 

即 у = 0.0008e 32 + 0.0004 

JA ti у(600) = 0.0599% , HB 10min 后 
车 间 中 CO, 的 浓度 为 0.0599% 。 

例 21 有 -一 电 阳 R=10Q ， 电 感 
L =2H 和 电源 电压 巨 =20sin5t (V) 串联 
给 成 电路 ， 开 关 S 闭合 后 ， 电 路 中 有 电流 
通过 。 求 电流 i 和 时 间 1 ТРА ЖОС Ж 

解 ” 如 图 8-3 所 示 。 由 电学 知道 ， 电 图 8-3 


R 
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tŠ КИЛЕ ЯЛЫН L SL, НАШЕ, 
E=Ri+ L Si 
dr 


и ү =10sin St 
dz 


初始 条 件 为 MO)=0。 
上 述 方程 为 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ， 容 易 求 出 
(=e Ге (JiosnsePa 十 с) 
=Ce + ѕіп5г — соз5г 
将 初始 条 件 K0)=0 代 入 上 式 ， 得 C=1。 
于 是 所 求 电 流 为 
110) = e 5 +sin5t— cos5t 
例 22 一 质量 为 mm 的 潜水 艇 从 水 面 由 静止 状态 开始 下 沉 ， 所 受 
阻力 与 下 沉 速 度 成 正比 《比例 系数 Xx>0)， 求 潜水 艇 下 沉 深度 与 时 间 
的 函数 关系 。 
解 ” 设 下 沉 速 度 与 时 间 的 两 数 关 系 为 y= y(r) 。 潜 水 艇 在 下 沉 过 
程 中 受到 重力 和 阳 力 作用 ， 由 牛顿 第 一 定律 有 


初始 条 什 为 MO)= 0, (0) = 0. 
即  yaËy=g, уфу=б,у@б)=0 
这 是 二 阶 党 系数 线性 非 齐 次 方程 。 特 征 方程 为 
е0 
т 
п=бәу=-® 
对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
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£ 
У= С, +C m 


XBD84=0, р= 0, Ëy =b, Eye. RAENT 


k B mg 
mE Вр b= + 
FË у=” 
方程 的 通 解 为 


- £, 
у=С,+С,е " + 
代入 初始 条 件 y(0) =0， 将 yA(0)=0 代 入 
Есе mg 
у = = С.е + n 
2 


2 
И т т 
Aas- Сте 


тий т? £ 


ААТ ye) = + = 2 sll-e ™) 

例 23 ÆR-L-C ERER P, 已 知 C=02F, L=IH, 
В=60, В ВЖ E= 550107 (V) ， 设 在 :=0 时 ， 将 电路 闭合 
设 电 容 初 始 电压 为 零 ， 试 求 开关 闭合 后 的 回路 电流 。 


解 如 图 8-4 所 示 ， 设 电路 中 的 电流 为 MD ， 电 容器 所 带 的 电量 
为 (0 ， 自 感 电动 势 为 (0) 。 由 电学 知道 ，1= < U= 2, 
E, =-ЬҖ ЖИЕ: R- L— C 电路 中 各 元 件 的 电压 降 分 别 为 

Ов = Кі = все, u, =2, 
d С 


+ 
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图 8-4 
根据 回路 电压 定律 ， 有 Ce +Ec +U, =E, 0,000, RAE 
式 得 


2 
ZLCdCe +ңс®®с u = E 

аг ё 
2 

6р dc :Rare ly Е 
d? L d ІС LC 
ар, qu. А 

也 即 ti a + 5©с = 25sin10r 


上 述 方程 的 特征 方程 为 x? +6r +5=0 
n=—l,n=-5 
对 应 的 线性 齐 次 方程 的 通 解 为 
Uc = Ce + C,e 
又 因为 +10i 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 设 U" = acosl0Or+bsinlOr, 
JEU, Ue. U 代入 原 方 程 并 化 简 得 
(—95b- 60a}sin 10t + (—95а + 605) соѕ107 = 25sin 10r 
比较 同类 项 系数 ， 则 有 
-95b -60a = 25 
| —95а+ 60b = 0 
解 得 а=—0.1188, b= -0.1881 。 
从 而 Uc = Се? + Се —0.1881sin10r – 0.1188соз10г 
3838838 4FUÁO(0)=046A Ез. VLORA 
UL = Се" —5C,e™ –1.881с05107+1.18851п107 
ЇЗ С, = 0.6188, С, = -0.5000 。 从 而 
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Uc = 0.6188е7' – 0.5000e 5 —0.1881sin10; – 0.1188cos10r 


‚_40 _0 ‚_ Uc 
注意 到 i 二 地， Ос, #R i= C £ ° 从 而 


i= -0.1238e + 0.5000e™ — 0.3762cos10t + 0.2376sin10z 

例 24 设 曲线 对 称 于 zx 轴 ， 在 
x 轴 上 某 点 发 出 的 光 经 曲线 反射 能 成 
为 平行 于 对 称 轴 的 平行 光 ， 则 该 曲 
线 必 是 抛物 线 ， 且 光源 为 焦点 。 

证 明 设 光 源 位 于 原点 
O(0.0), ЖП 8-5 所 示 ， 曲 线 工 的 方 
程 为 y=y(x)， 且 由 点 00,0) 发 出 的 
光线 经 曲线 反射 都 成 为 平行 于 x 轴 的 
平行 光 。 

考查 曲线 上 任 一 点 М(х,у), ` 
MN 为 点 M 处 的 法 线 ， 由 光 的 反射 图 8-5 
定律 ， 有 LOMN = ZNMR , s M 处 
的 切线 斜率 为 y' ， 法 线 斜 率 为 -1/y" ，OM 的 斜率 为 y/x， 于 是 有 


12 
tan LOMN = 一 二 二 tan ZNMR = 
1+(C 2 ú 

y x 


H tan ZOMN = tan ZNMR ， 可 得 

L st, уу? +2ху'-у= 0 

yo x-y 

Шу=-®+ Grr, 该 方程 是 齐 次 方程 ， Фи=Ў, 方程 变 
y 


du _—-1+уї+и? 


为 ut т 


分 离 变量 ， 解 出 
u? C: 2с 


= 一 -+ 一 
х? х 
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以 zx= 守 代入 ， 得 到 


x 
у? =2ce + 

ERAR IERA x БШШШ. 
8.3 自 测 题 及 提示 
8.3.1 AMM 

1. ЖЕ OWE FARI, р UJ u,v(u = v) 恒 有 
LOO урад), рад >20 E pral, RRSO M 
般 形式 。 

2， 试 求 出 每 一 个 实 值 连 续 函 数 (x) ， 它 的 定义 域 为 x>0, HB 
函数 满足 上 ayar = AFO + 

з. 设 连续 函数 fO) 在 实数 轴 上 不 恒 为 零 ， 且 满足 方程 
озуу fo) fO), RI. 

а. жзг Езда ЛШ у> у- О + JO) 的 连续 函数 。 


i fœ fO) — 
5. 证 明 满足 方程 fx+ 力 = 了 了 G57y) 多 从 тен 
ГО? = лапах, Ж аж. 
6. 设 函数 SO ТЕ ноо) 上 存在 连续 的 二 阶 导 数 ， 且 f(D) = 0， 
70) =1, Ж=ж а (х +y) О +y) ДЕ 


= 2-0 ‚ RSO ЖП) 上 的 最 大 值 。 


т. 已 知 函 数 уо) 满足 方程 yo) =3x— Ji | 20046, RR 
Шер 

8. Зу) 为 可 微 函 数 ， 且 满足 год =e tef Od ， 试 求 函 
数 了 (x) 。 

9， 求 具有 连续 二 阶 导 数 的 函数 /0x) ， 使 
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$ inr- Edet fody =0, Ж ч: Р. Ж) хОу 平面 上 第 一 象限 
内 任意 一 条 光滑 闭 曲 线 ， 且 f(1) = ra) =0。 

10. 一 单 摆 长 为 ， 质 量 为 mm ， 作 简 谐 运动 。 假 定 其 来 往 择 动 的 
偏 角 很 小 《 即 sin 如 =B  )， 试 求 其 运动 方程 。 
8.3.2 自 测 题 提示 

1. Жау, GP /'(ру+диў= f'(pu+qu) , Ж рзд, MJ 


Го) 为 常数 ， уо) 为 线性 函数 ， 若 p=g ， 吻 得 到 区 个 
О), TARH О) 为 线性 函数 ， /四 为 二 次 函数 。 

2. 着 f(0)=0，f(x)=0: 3700) #0, Фа) = ЈО), 
可 以 得 到 g(x) 的 微分 方程 ， 通 过 求解 g(x) 再 求 出 f(x) 。 

3， 先 证 明 对 十 任意 的 x*， 了 (x) > 0 ， 再 作 代 换 FO) = ов, х, 
а=, AE Fa + у) = Е(ху+ F(y)， 此 方程 的 解答 参见 例 2。 

4. Фр(х= /Ох)—/(0), Д абх+ у) = а(х) + ябу), ОРЕ Й 
解答 可 参见 例 2。 

5， 可 以 利用 导数 的 定义 求解 ， 也 可 令 g(x) = arctan f(x); wA 
例 2 中 的 方程 。 

„р 

6. 利用 变量 代 换 = oiy ， жи2. 和 лшн 
可 得 欧 拉 方程 ， 解 出 yay, ВОНО АНН. 

7. 注意 到 定 积分 人 /Codx 是 一 个 与 变量 x 无 关 的 常数 ， 且 大 
于 零 ， 十 是 可 令 几 ?Codz=a> 0， 根 据 函数 方程 ， 求 出 ， 最 后 再 
求 出 了 (x) 。 

8， 此 种 类 型 方程 含 变 上 限 积分 ， 一 般 可 用 两 边 求 导 法 消去 积分 
号 化 为 微分 方程 ， 另 外 要 注意 利用 原 方程 的 信息 确定 任意 常数 。 

9， 该 曲线 积分 和 路 径 无 关 ， 利用 站 = 各， 得 到 Fn 满足 的 微 
分 方程 。 

10。 沿 单 摆 运 动 的 方向 ， 利 用 牛顿 第 二 定律 可 得 微分 方程 。 


第 9 章 ”数学 专题 选 讲 


91 内 容 提 要 

在 过 去 举办 的 士 多 局 数学 竞赛 中 ， 有 许多 类 似 的 三 目 多 次 以 不 
同 的 方式 出 更。 本章 试 图 以 专题 形式 妆 纳 整理 这 些 感 目 ， 使 读者 对 其 
有 比较 全 面 的 理解 ， 同 时 ， 又 给 出 一 些 典 型 问题 ， 供 读者 欣赏， 


9.2 例题 解析 


专题 1 一 道 极限 题目 
例 1 RAR œ) Elab] EER HE, M = max f(x) ‚ ЖШ 


коа =a. 

分 析 ”连续 函数 在 财 区 间 上 能 取 到 最 大 值 ， 即 3x。， 使 得 
fo)=M， 和 且 Ye>0，M -zs 不 再 是 了 了 (x) 的 最 大 什 了 ， 即 有 
f(x) 宇 M-s xe 荣 区 间 。 

证 明 8 (х) = M , Bx elab) 

Ya>0,36>0， EU, Acla, b]: Ў хе0(х,5) Н, A 
о) - о] M-e fO) <М+е 

ЖЕР fO) 20, ВЮ 

> Бане ху+8 

дах = [| Л" сйс > [М – ву ах-25(м еу 


lro- 


ты firo > одум о) 
хну утсак «мча -0-a M 
MOSM о 4 "одах < аум 
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Фп->=, {8 
М -£ < timy fT dx <M, Ней. @ 
м< ишү лох =u, m 
а-и 


当 z = a ЬН, AURR RIA, 可 得 相同 结论 。 
评注 为 何 А2 В-=, Ve>0= 428? 若 不 然 ，4< 互 ， 取 
B-A B+A - 
“==, 则 3-e= 一 2 一 >4， ЗАА. 
0] 2 设 f(x) 16 Hab] Б ЕУ Ва, ПН АНЕ 
加 ， 由 积分 中 值 定理 知 ， 对 任意 的 正 整数 nx， 存在 惟一 的 x e (а,Ь), 
жук” =H [r ea 试 求 极限 Jimx ， 并 证 明 你 的 结论 。 


证 明 由 例 1 知道 


ин L Prod асса = 
ц — сой =li) Ër GOdx= M ， 其 中 
„Прв , 
М = max Гб). X 因为 f(x,)= pp A (фб, 所 以 


lim f(x) = М, 由 .oo 连续 ， 严 格 单调 增加 ， 得 
lim /(x,)= f(0), TFiElimz, =5， 若 不 然 

Зв, >0,НА №, Эт > NM Ж, -a| 20 

H x, e[a,b] ВТШ x, Sb- z, 

ВМ >т, Зп, >N. E х, <b-& 


得 到 fx} Вх, р-а, 

HA SOn) SSe) ， 两 边 取 极限 ， 得 Ша О) < 了 (beo) 
但 йип FG.) = lim f) = Г) 

因此 f(b) < /(®-в,) 
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这 与 了 (x) НАВИ ЛЕ, WA limy, =b 。 

例 3 70), ф(х) 在 [ab] 上 均 连 续 ， 非 负 。 证 明 
[дда = М, =н М = max fO) 

证 中 ”用 第 二 积分 中 值 定理 ，34 elab], tE 
ооф =ош! "одах =k [reo СФ о) = 
原 题 转化 为 涩 证 im 人/"COdr =M ， 可 仿 例题 2 证明。 

#14 设 /(x),9(x) 均 为 [a,b] 上 的 非 负 连续 函数 ， 则 

a POOE yg, EP M = max f(x). 
= [еду дах чел 

证 明 ”为 了 能 运用 例题 3 的 结论 ， 我 们 引入 如 下 结论 ， fe,} 为 
正 数列 ， # lime = A, mima, = 4 《请 读者 自 证 ) 


ig im Ë. осо" одах 


存在 ， 简 记 = абд" de 
> Рао)" бах 


网 pi Wp 007 (да? 


1 "1 1 paas 
SOO 7 OPE p20? Ydan 
maA e < =n ап s) 单调 增 加 。 


ma de 
_ Lego roya Ler COMAE jy 其中 用 -aas FG) 
L [eoo oo чө 


alay гн, BIE tim Leor ов 
> fp de 


dan 


存在 ， 结 合 引 入 的 结 


175 


b 
аду 
果 ， 有 jm _ limy [ро dx =M 
н Геб)" ar пэс Ya 

专题 2 与 费 波 那 奇 (Fibonacci) 数 询 有 关 的 问题 

ЭНЕКЕ ИУ ҮР, 而 = 五 =1， 乒 = 五 + 五 ， (n22y538 
来 数学 竞赛 中 常 出 规 的 问题 ， 本 专题 通过 具体 的 题目 对 其 做 - - 些 探 
讨 。 

例 1 设 韦 ) 为 费 波 那 奇数 列 ， x ЕЕ 则 有 
xa = I+ x, 。《 读 者 自 证 ) 


例 2 设 { 匹 } 为 费 波 那 奇数 列 。 Wim E +! 


ky 


利用 例 1 的 结论 ， 易 证 明 其 成 立 。 
例 3 Wa =la,=2, 14 n2Z3,a,=a,, +а, ER 


(1) Зала Sa, 2а, 


(2) iim =0 


nə a, 


分 析 {a,} 为 不 含 首 项 m =1 的 费 波 那 奇数 列 ， 易 知 {fa,} 为 严格 
单调 增加 数列 。 

证 明 (D а, =a, +а, 5 >а, 

所 以 (а, ЛН ЕЛЬ. 所 以 a, =a, +a, <2a, 1 ‹9-1› 


要 证 За. <а„, REUE a, < Za, any) а, <2а, , BB ul, BR 
(9-1) 即 能 获 证 


即 За, «а, 2а, 


D H ах о L < 2 1 (2р l 02у, tk 
a, За, 3 a, 3 
各 准则 得 ”lim 上 -0 证 完 


评注 事实 上 ， 费 波 那 奇数 列 的 一 般 项 所 趋向 于 无 穷 的 速度 比 
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п ЙӘ БЕН. 
例 4 EF, sy ， 三 .为 费 波 那 奇数 列 的 一 般 项 。 
用 数学 归纳 法 易 得 。 证 略 。 利 用 此 式 亦 可 证 明 例 3 (2》 题 。 
例 5 (F) 为 费 波 那 奇数 列 ， ж} к, beets mam. 


А Srl ag 1 5-1 
解 p= im = 5 ， 所 以 R= 二 = n 
яа SCO 


S(x)= Èra = Бх! +} к» =+ (К, +F)” 


m2 


e, шх" + 立志 ал+ кы" + куе 


1—0 


=1+х + Ех" -) + х?5(х)=1+ х+ җ($(х}—1)+ 280) 
n=0 


N а 5—1 
US (хк) 


516 этилине хакын 
a) ВРО) = — =L r, REAK, РЕТИ 收 
0 G,a,.; 
敏 并 求 和 。 
证 BBa, BAEN- Èa Xx")=1， 比 较 


n=0 


系数 得 am =a =l, dp =a, +а,(и2:0), Ве, ,为 费 波 那 奇数 列 。 
所 以 原 级 数 的 部 分 和 
1 1 1 1 1 1 


na -a “V 
В„=ў, 2 бк ҹу = +—) ~ ( + )<2 
k Фа, #0 Gk ак в 三 алы а 


即 部 分 和 有 界 ， 故 原 级 数 收 伍 。 易 知 a 比 z 趋 向 于 无 穷 的 速度 还 快 ， 
因此 有 lim в, -itg иык у m 解 完 


nO 01932 


(2) ваат, ааз =a ta, 《=12,… )， 试 求 级 数 
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Ya," ЕЕ ТЯН. 
n=l 


R 令 x =“, ш 
a, 


а 


хац = © == Ж-ү, Ча үү ‚рр, =l 
а, а, x, 


па n n 


n+l 


wats, UWR =1+ 
Xo 


AM x, >1,x0 >l, 01 <а<1, n = 0.12,…- 


л 


因此 


Fe = xol =10 + 1 


Х.1Хо 


1 
ХА 


Ба-а < ар -ol 


j-0+Đ]= 
Xo 


тз 
=-= q 


НЕЯ 
所 以 0< |x, - х |4" |, Фә, A lim x, = x 
UR- 即 为 原 级 数 的 收 化 半径 。 
o 
记 原 函数 的 和 函数 为 S(x) ， 则 


$(х)= Dax” =ax+a,x* + Уа,х" =х+х?+ Уба, жаз)" 
n=l 


= = 
=х+х*+ у ах" + Уа, "ха a" Уа," 
n=3 я=3 n=2 m= 
=x + xS(x) + xX2S(x) 


ВТШ, 50) = 即 为 所 求 的 和 函数 。 


x 
1—х—х? 
(3) {ян Y їл (3+ /5)* Peak E, 


8 ”引入 费 波 那 奇数 列 通 项 公式 


n = Оу ey, һи, 
5 2 
джу, 1-5, 
ғ, ) -— ) 


-SY ñ WE 


5F2, 
зк, 42 е] + ду +(3 一 V5 ， 等 式 左边 为 一 偶数 ， 记 之 
DMa W G+ J5)"'= M, -G- JS", 

ВТО sinn (3 +45)" = -sinr(3-V5)” ， 进 而 原 级 数 化 为 


-六 sinzG-V5)”， 而 由 比较 审 笋 法 知 此 级 数 收 敏 ， 即 原 级 数 收 敏 。 
n=l 

附注 CD 另 - -种 解法 : 
G+ Sy +G- sy chti YY 


20-0)" 


-Er Чер (Уу) 易 观察 出 此 数 为 偶数 ， 记 为 R, ， 则 有 
G+ S= R, —(8—/5)" 
Eit $ sinr G 545)" =- Y sina (3—/5)" › 知 原 级 数 收敛 。 

o па вазу 与 距离 它 最 近 的 整数 之 养 ， 试 求 级 数 
Хах 的 收 敏 半径 。 仿 本 题解 法 可 求解 。 


专题 3 与 定 积分 定义 有 关 的 问题 

定 积分 的 定义 是 较 深刻 较 难 理解 的 知识 点 ， 在 不 等 式 、 极 限 、 
级 数 等 方面 都 有 应 用 。 本 专题 通过 具体 题目 来 加 深 对 它 的 理解 。 

例 1 设 请 数 .f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 有 连续 导数 ， 证 明 


imafia- а ČA tra- у) 
k=l 


分 析 RERA So ата а, Ла 00у 


分 形式 ， 从 而 建立 关系 ， 使 于 解决 问题 。 
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证 明 ia, = [reo ES а 82-9 
k=l 


а, papt я ra kt ay _ 
=] uien гов aseo ла 9 


а ЖЬ И 


=" Nealf CO -fla +E) ja 


a үсә а) 


SAÈ ade е-а- eer 


EP £, а а) ста EDEA + 
п п 


О) 连续 , 记 m. М, 分 别 表示 f'(x) ТЕ [а + 


上 的 最 值 ， 则 
k(b-a) 
озат 27 Е – 
по |а e- -Mixa > £ E- Dyar =< 
А-а) 
ы L k(b 
=I apas "(9—97 £ а) а 


取 极 限 ， usis (Riemann) 积分 定义 ， 得 


ап Г, = 
ЕА 


me а), HF 


(&—D(ó-— a) a+ kG =a), 
п 


п 


-0 /0) 证 完 


评注 ”在 运用 夹 逼 准则 的 时 候 ， 我 们 认为 mi M, KFE, 
KERE m, M, 的 正 奥 性 均 不 影响 最 后 结果 ， 读 者 可 分 别 加 以 验证 。 
例 2 RRA SOCAR J 上 有 连续 导数 ，|7zjl< 邓 ， 汪 


firo- 
о п n 2л 
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n „К м k 
证 阴 Бари годах У [г бё 
Еа 


=| Eero- sÈ Ух 


Fi К 
ыл ун: =}, ire) ao 


EEE -nu „ £ k. ME pax = т = 


例 3 求 极限 im +2? +: 


п 


- 其 中 p>0。 


ж ia = Ë аныз» 5305 Ў” -nf xa 


k=l 
-Fy ўн xda нр E 
хе дие Prf Era 


_ я x" 
Safe т dx 
а Су 


п Е k ЕЈ k k 
= Уа)" -x Jdr =) a ffa 


站 [一 -xdz (РО) =?) 
= x " жи С" 
n É k н Е k 
FA Yrfa- dr <S Xon |M (G ё 
ЕЛ a Fi Oha 
其 十 


Ë m, M, 分 别 为 гохе, 上 的 最 小 值 和 最 大 值 。 


жу «гу, BER HRR Riman 积分 的 定义 ， 
£= 2 £ 2п 
ву їр 1 1 
т, = [| об О => 
1 2 z 
例 4 求 极限 tm(-27 2... 25. 
m n+l 1 n+l 
n 


分 析 ”此 极限 好 像 能 用 定 积分 定义 去 做 ， 但 来 
易 看 出 。 可 以 对 其 做 适当 放 缩 


哪个 函数 却 不 


18! 


5 

见 

rr M 
下 十 一 
п 


++ 


2 

n le 1 уз 15 、 , 

12" 一 一 22” 所 ,所 一 3,2* ， 两 端 取 极限 得 
n+l п 


nilng 


n È 
lim— lim} $ 2 =1x очае 1. 
ment lesn ту o In2 


limi 
en Д 2 
В Е, =- 

ka In2 

例 5 Зай а) 在 [0J] 上 非 负 ， 单 调 下 降 ， 广 义 可 积 ， 且 
А _ Ор k n 
Jim Ло) =. Ша E/E) = одах 

思考 аә 将 “ 非 负 ” ER 020 将 “单调 下 降 ” 改 为 “单调 
EFH”, 将 “ 非 负 ” 去 掉 。 结 论 是 否 仍 成 立 ? 

征明 ”因为 上 /Godr 存在 ， 利 用 积分 对 区 间 的 可 加 性 


а acg ttl 1 БА k | 
I= [лов 2и Joda < f? Родас ЮЧ?» 


<Ë reo у сето 

kel 

把 0] 区 间 等 分 ， 在 每 个 小 区 间 取 右 端点 的 函数 什 ， 有 
h kl К 1 13 Е р 

ESOR втйо< [лода A дах 


1 
由 于 lim [е дахо (原因 [гож 存在 ) 


J 起 天 1 ;二 
Blim ЭГЕ = | rooaÍ йя 
评注 “去掉 “An) 非 负 ”条 件 ， 考 虑 p(9 = ГО) (D 220, 
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Rl р(х) ЌЕ (ОЛ Е, ф(х) 20, Нїшф(х)=, ооф 
ap Ib k p 
TE BW im DoC [ed 
tim Уру ло) ло л АШ 
ка 
ls „К 1 a 
lim „2 769 = реса. 
车 fO ТЕ (0.1] A, ЕГ lim f(x) = 90, 利用 上述 结论 ， 考 虑 
(ху G) ВГ. 
专题 4 数学 方法 的 应 用 
许多 数学 问题 ， 有 着 直 现 的 几何 、 力 学 等 实际 背景 ， 通 过 观察 


分 析 图 形 ， 能 够 较 容 易 解 决 问 题 。 这 些 顾 目 大 部 分 要 求 数 形 结合 。 
#J1 设 a,b>1， WEP abs е? +blnb 

分 析 ЖШН ҖЕ РА ае а {т ЛИ 2} Ел А ЕЛЯ 
分 。 人 得 当 考 虑 到 er 与 hx EARRA. 3242655 18948 
系 和 定 积分 的 几何 意义 ， 问 题 便 清 楚 了 。 

证 明 因为 [еу еті 


[шя pnb -tb 


所 以 e =1+[ e”dy ait?” 


Jy=lnx 


blnb=b-1+ Inxdx 
故 е +blnb 
аі b 
=f edy+f ш хах + b 


依据 定 积分 的 几何 意义 及 图 
9-1 知 


0 1 è 
图 9-1 

[е + Inxdr 261) 

А y L 


Me +binb Zab 证 完 
例 2， 某 人 要 从 河岸 边 4 处 驾 船 驶 往 对 岸 再 步行 到 召 点 《〈《 邦 图 少 
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25, В и, PITERA ve МНН 
C 选 在 何 处 才能 最 快 到 达 召 点 ? 

解 设 河岸 4E=b,，DE=!, ВО=4. 
&ЕАС =6;, ZCBD=0,, W AC =bsecð,, 
BC = 4CD + вр? -Yi-btanO у +d? 

从 本 到 召 所 花 的 总 时 间 为 二 则 


AC BC bsec@ ` JG - btan@,)2 +d? 
t= + = + 


v ГА v У 
取 导 数 得 
"È sec@ tang, – 1 ban, bsec? O, 
аб, v, w ( —btan0,)2 +d? 
й 1-Ь 
90-0, ва 8A опӨ,, 8 
аё, Ма-ьвв)? + а? 
va „Sinf, (9-2) 
м sing 
再 结合 
btan Ө, + d tan@, =? (9-3) 


Жш ө, 8 0,, = ЕНЕН нс. 

评注 ”如 果 把 此 人 的 行进 路 线 代 之 以 光线 在 两 种 不 同 介质 中 的 
传播 ， 则 式 (9-2) 便 是 著名 的 折射 定律 。 这 表 
明 ， 自 然 界 是 遵循 “最 小 作用 ”这 -- 诛 理 的 。 

例 3 在 半 答 为 x 的 圆 形 澶 冰 道 的 中 央 
树立 一 柱子 ， 现 要 在 标 子 上 安装 一 张 光 灯 。. 
问 此 灯 应 安装 在 怎样 的 高 度 ， 才 使 溜冰 道上 
有 最 大 的 光照 度 ? 

解 ” 由 光学 知识 ， 灯 的 照度 E 与 光线 投 
ЗВ o 的 正弦 成 下 化 ， 与 它 到 光源 斌 见 ! 的 平 
方 成 反比 ， 妈 _ 9-3 


sp? ， 其 中 包 为 与 光源 有 关 的 常数 。 


如 图 9-3 所 示 ， 疫 灯 高 为 ， 则 和 有 sing =, Гу 


于 是 
g==— h —, he (0,+0) 
(Ptr Ë 
3 1 
dE _ (2 +) -ash +n] за — 202) 
ал (е + PY w 
ФЕ онна + 万 ， Ж he (0,+eo) 内 只 8 有 一 个 驻 点 = -万 ， 
э J Eoo, 4 + ЧЕ 
且 当 0<j<- 记 时， ЧЕ? 9? 当 4>- 所 时 ， a? 
ЭШ h =- 为 极 大 值 点 ， ECP WEK. 由 于 E(h),h e (Оо) R 


有 -个 极 大 值 ， 价 无 极 小 值 ， ааст) DRAKE. 


故 灯 安 装 在 =r/Y2 处 时 ， 润 冰 道 土 可 获得 最 大 光照 度 。 

例 4 给 定 半径 为 的 圆 ， 问 ， 是 否 存在 该 圆 的 一 个 外 切 寺 角形 ， 
使 其 面积 为 圆 面积 的 3/2 倍 ? 是 否 存在 该 加 的 一 个 外 切 三 角形 ， 使 其 
于 积 为 圆 面积 的 2 倍 ? 证 明 你 的 结论 。 

分 析 如 图 9-4 所 示 ， 外 切 A4BC ， 若 固定 АВ, AC 的 位 置 ， 仅 
使 CB PEE EHEHE, M Suse > но: 另 一 方面 ERE Suc > Se ， 
依据 有 界 必 有 了 确 界 的 原则 ， 知 S. 有 最 小 值 ， 只 要 求 出 此 最 小 值 ， 
问题 便 可 解决 。 

解 Swec -之 R(AB+ ВС + АС) 


= АЕ tang, + Ran) + (Rtan@, + Rtan Oy)}+ (R tanë, + Rtan@,)] 
= R? (tan Ө, + tan @, + tan 6; ) 
ЖЩ 9-4 几何 关系 知 ， ө +0, +0 n> 6, е (0,51 =123 
因此 有 三 角 恒 等 式 tan Ө, + tan Ө, + tan Ө, = tan Ө, tan 0, іапб, 


fi) tan Ө, + tan@, + tan @, > Зап 6, tan @, tan Ө, 
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ЭТ tan Ө, tan, tan Ө, = Завд, tan Ө, tan@, , Hltan@ tan9, tang, > 
ЗМЗ BÈ tan Ө, + tan Ө, + tan Ө, 22 3/3 

从 而 Susc = R° (tan Ө, + tan Ө, + tan 8,) > 3./3R2 等 号 当 且 仅 当 

0 = 0, =®, = 李 时 成 立 ， 此 时 外 切 三 角形 为 正三 角形 ， Sac 取 最 小 


值 3Y3R? 。 故 ”Swgc el3Y3R?,+%) 圆 面积 的 312 倍 不 在 此 范围 ， 故 
不 存在 这 样 的 三 角形 ;， A 
面积 的 2 倍 在 此 范围 ， 故 
存在 这 样 的 三 角形 。 

例 5 假定 雪 球 是 一 个 
半径 为 7 的 球 ， 其 融化 时 体 
积 变化 率 正比 于 雪 球 的 表 
面积 ， 比 例 常数 为 k (天 为 ^ 


H 


正 数 ， 与 环境 相对 湿度 、 图 9-4 
阳光 、 空 气温 度 等 因素 有 关 )。 已 知 2h 内 融化 了 其 体积 的 1/4, WR 
余部 分 在 多 长 时 间 内 融化 完 ? 


Ж 首先 由 条 件 列 出 关系 式 
aV jdt = —kan +? (因为 体积 单 请 下 降 ， 故 dV /dt < 0) 


жу a RAER far =ar? meea 
r=-kt+e 令 t=0 时 ，r= r, 
лел - 
МЕ 2h 内 融化 了 体积 的 14， 可 列 出 
3 4 Й 
Забо 20у =A 3 ji， 可 得 


1 3 
k= 30 -Ën 


由 上 两 式 可 求 出 雪 球 全 部 融化 所 需 时 间 ， 因 为 雪 球 全 部 融化 有 
+=0， 从 而 得 


га = —2h .87h 22h 


雪 球 全 部 融化 所 需 时 间 为 22h， 故 其 余部 分 约 20h 融化 完 。 
2,2 2_ p2 

41 6 зрну TE -r ) < do = (z — r) 
ak egoy r= 

RFP б<К = ҹа? <r< R, D: к x2 +y2 = R? , 

分 析 积分 区 域 D 是 一 个 圆 环 ， 市 所 要 证 的 不 等 式 与 圆 环 面 积 

有 关 ， 通 过 图 像 解决 较为 简单 。 
证 明 由 积分 中 值 公式 得 


іс 1 
= а 
уў РЕТТЕЛУ И 
a(R? — 2) 


оа +0 6) 


点 (gb) 如 图 9-5 所 示 ， 有 MEFA 
r RIBA. 

由 于 Py) 在 圆 环 内 ， 故 有 

zo -lom| < |PM| < |no|+|ox4| 其 中 
Р.Р, ЗЭ Ж Р 点 的 最 远 点 及 最 近 点 《 相 
对 于 MM X 
|50 = R.Jp,o|= r.oM|= к, 


|рм|= Je, а? +G =b) 
ñkr-K <|PM|< R+K 


ar) aR- gnr?) 
+K dæma o rK 


л 
ita 
所 以 


Mme) < іс < n (R: 2) 证 完 


КУК Пусу ВЕЕ 
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例 7 如 图 9-6 7R, АВ+ВС=Ар, Š AB 5 АС 的 光阴 如 发 
生变 化 时 ， 点 C fE AD 上 移动 。 жата? 


解 令 CD=x, 则 A4B+BC=AC+x 
记 4B=a,BC=b 


В 
AC BC AB 
依据 = = > H а, b 
sinB sin@ sin@ 得 
А А 2% > 
ac = po sinB = p Sin(@ + @) A ra D 
sing sing 


зіп ө, = aino = 250 


5116, +0) 
sin @ 
sin б, соз @ + cos, sin Ө 
sin @ 


2 
© ап Өсов Ө + ѕіпӨ,|1-| £ sin 
b b 
=a+b-b 


sing 
=а+Ь—асов@- Vb? — a? sin? 9 


=а@ —cos0) + (ь-чь — a? sin? ө) 
a(l ~ cosO) +Í а? sina) 


所 以 CD = AD-AC=a+b-b 


=a+b-b 


所 以 lim CD _ lim 
80 02 80 


2 
. а-2вїп*@/2 а? sin? Ө 

=lim( 2 2 2 205,2 
б g Ob+Yb -a sin? Ө) 

24169-90154) 


例 8 у= 267% sinx (x 之 与 x 轴 所 围 图 形 的 面积 (Л.Е 9-7)。 
分 析 sinx 随 着 x 的 增 大 呈现 出 正 负 交替 的 周期 性 ，e 会 使 该 
曲线 与 横 疆 迅速 接近 ， 从 而 存在 面积 《 非 无 穷 大 )。 
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图 9-? 


解 s= r ре" sin ajr =” e “jin хјах 
n= 
-2ў E ox CD’ sinxdx -20 Сер" [e e™ sin хах 
Par] n0 i 
= Žo De #*U* cos(a + Пи -e™ cosan] 


л=0 


=> "e соѕил 一 Peper COSPT +1 
aal nal 


=2$ (De ™ cosnn +1- Č H 
na e- 

例 9 如 图 9-8 所 示 ， 在 离 水 面 高 为 h 的 岸上 ， 有 人 用 强 子 拉 有 船 
靠 岸 ， 假 定 强 长 1， 船 位 于 离 岸 s 处 。 问 ， 当 收 绳 速度 为 w (m/s) 时 ， 
船 的 速度 vy、 加 速度 a 各 为 多 少 ? 

解 ” 由 几何 关系 得 


P = +s 
两 边 对 1 求 导 ， 得 ñ I 
ul 2 8 即 
dt dt 
4 ds о * 
I = 
dr dr 图 9-8 


z 为 绳 长 ， 按 速度 定义 ， 
di/dt 即 为 拉 绳 速度 加， 船只 能 沿 s 线 在 水 面 上 行驶 ， 因 而 ds/di 应 为 
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船 速 vx 。 将 它们 代入 上 式 得 


1 
v=—% 
s 


Жж. vs VEIS, 
S 
ERF hn 为 常量 ， 只 有 * 为 变量 ， 依 加 速度 定义 
a A А22 
d dd Gras F 
负 号 表明 加 速度 方向 与 模 轴 正 向 相反 。 


9.3 自 测 题 及 提示 


9.3.1 В 
1. 5, араага ie < {а,} 为 Fibonacci #90) 证 明 
以 S, Яа ВОСОК, REM. 


12 +27 +... t n? 


2. ЖЕШ lim ——_ (p>9 

з. 设 函 数 了 (x)e CI0,11， 且 xe[0,1] 时 ， 有 Оу) 1. EAE 
少 存在 一 点 和 ef0,]， 使 f(x0)=xo 

4. Кй 
u= J + у -2х-4у+9 yx? + у? 6x+2y+11 МН. 

5. 表面 为 旋转 曲面 的 镜子 应 具有 怎样 的 形状 才能 使 它 将 所 有 平 
行 于 其 轴 的 光线 反射 到 一 点 ? 求 出 旋转 曲面 的 方程 。 

6. 设 年 利率 为 由 ， 依 复 利 计 算 《〈 所 谓 复 利 ， 指 过 一 定时 间 ， 将 
存款 所 生 利 息 自 动 转 为 本 金 再 生 利 息 ， 并 逐 期 滚动 )， 欲 在 第 * 年 东 
提取 赂 元 (n=12,…)， 并 永远 能 如 此 进行 下 去 ， 问 开始 至 少 需要 存 
入 本 金 多 少 元 【最 后 需 算出 与 无关 的 结果 》? 

7， 已 知 锐 和 角 三 角形 ABC., EWE Р(х,у). £ 

Го, у) = MPH |\ВР\+ |СР| 表示 点 卫 到 三 个 顶点 距离 之 和 。 证 明 


ГО, У) MERARI аа BA БВ, ВС 所 来 的 角 相等 。 
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8. 如 图 9-9 所 示 ，4 和 也 分 别 是 曲线 y=e* 和 y=e-* 上 的 点 ， 
АВ 和 DC ЕҢ TRH., H 
|АВ|:|Ср|= 2:1, [an <l, RA 
ВАСА Ат, IERE ABCD 
的 面积 最 大 。 

9. ЖА /(x) 满足 —oc <a 


у(х) <Р < +o , 


|6) - б) < д =: BI 9-9 


O<p<l, xx, Ela,b] o Yx e[a,b] HE FF х, ‚т, + fG,)) + 


a = 0,1,2, 
UEH {х„} BS H AR IN x e [a,b] WE reo e 


10. {F} 35 Fibonacci 数列 ， кюк у 大 й, 


自 测 题 提示 

- (BS) 
运用 定 积分 的 定义 。 
- 构造 函数 g(x) = f(x) — x s 

4. 从 几何 上 着 ， 就 是 要 求 点 P(x,y,0) 到 两 点 M1(1,2,2) ， 
M,{3,-1,~]) 距离 之 和 的 最 小 值 。 显 然 当 м, P, M, 在 一 条 直线 上 时 ， 
取 最 小 值 。 

5 由 抛 物 线 旋 转 而 成 的 抛物 面 就 能 满足 题目 的 要 求 。 

6. 设 至 少 存 入 本 金 < 元 , WE n ERER JOEA REK A, лї. 


ш N — № 


则 
= аа+о-12)а+-22 nat -Rt 
k=l 


显然 有 A, 20, 0 a 之 EPON, ЕЖЕ a 为 永远 能 进行 下 云 需 


要 存 入 的 最 少 的 本 金 ， 则 a= > mx" ，x= 一 - ， 求 出 此 级 数 的 什 


工 + 
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Врат, 
7 了 7， 我 们 在 中 学 数学 里 就 知道 ， 忆 29 925 (Fermat) S, Ri 
三 向 量 所 夹 的 角 均 为 120* ， 在 这 里 可 以 用 求 偏 导数 研究 极 值 的 方法 
加 以 解决 。 
8， 用 极 值 方法 进行 求解。 
9 Таа Нб БРО) TG, 70,0] 


«ОРУ ар Ф124, Шо<а<1, EREN 


—%| 


Бах, 
对 任意 的 自然 数 n,m， 有 
依据 柯 西 收效 准则 ， lim x, 存在 ， 记 limx,=x 。 


Б |ы xl 


10. 容易 证 明了 FF < F, S 2F,, (n2225, WA 


附录 : 全 国 高 校 数 学 竞赛 及 考研 题 精 选 


1. 已 知 数列 (х, 满足 条 件 Вх, —x, ,) 0, 证 明 


хх, 
lim 一 -0, 
пэ» оң 


2. #б<л„<1, Vne N Н х, =-х2 + 2х,, FR tim x, e 
3， 设 函数 /(х) 在 区 间 CO) 内 可 微 ， 且 lim 700—0, 0 
AD -0。 


lim 一 一 


хэ-ю x 


А 

4. ако) З.О ЕРО) 7 -у+5, А0, 
fE x = FG) х РО 25), Sma = (2л), 5 ШЕВА 
lim x, 存在 并 求 它 的 信 。 

5. ЖЕРЫ imp? (meten -arean £) (a=0)5 

тэе п п+1 

6. É É # Arog 的 一 阶 导 数 存 在 ， 求 极限 
im Ua + D fa 2 Ranar 无关。 

7。 设 函数 ГОО 在 [0。1] 上 连续 ， 且 CD9>0 ， 求 极限 


tim OO EDO 


В. ВЗН О) 在 (a, 世 内 有 定义 ， 且 对 该 区 间 内 的 任意 axa ， 恒 
AVD- SEE (%—х)*, RESEO 在 该 区 间 内 为 常数 。 

о. ш у(х) 定义 在 [0,c] E, у(х) 存在 且 单 调 下 噬 ， 
f(0) =0， 证 明 对 于 O0SaSb<a+b=<c, ER (а +b) < f(a)+ Л) 


10. 3 Fa 在 区 间 [0,+m) 上 可 导 ， 且 оу) <—5 ， 证 明 存 


1+x? 
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在 E>0, Ero- E 
até 


11. 证明， 当 x<1 时 ， 不 等 式 e< E RE. 
-xX 


12. 车 函数 f(x,y,z) 恒 满 足 关系 式 tyz) =t f(x, y, z) 就 称 
为 天 次 齐 次 函数 。 证 明 上 大 次 齐 次 函数 f(x, уг) 满足 关系 式 
S a: = kf o 


дх 


13. (a ap) hiiia се”. у=е*°, = иу 所 定义 的 
函数 ， 求 当 z =0v=0 时 的 dd?z 。 
14， 试 求 曲面 az =1 上 任意 点 (a, В, у) 处 的 法 线 方程 和 切 平面 方 
程 、 并 证 明 切 平面 与 三 个 坐标 面 所 围 成 的 体积 是 一 个 常量 。 
15， 计 算 二 重 积分 中 ze ddr, hD hr а 在 第 
в 


一 象限 的 部 分 。 
16 .已 知 g(x)=1 ， 试 确定 p(x) ， 使 线 积 分 
[мх ро]а бодду 与 路 经 无 关 ， 并 求 当 4.8 两 点 分 别 为 
x 
(1,0), бил) 时 此 线 积分 的 值 。 
17. 已 知 两 个 球 的 半径 分 别 为 a 和 5 (a>b)， 且 小 球 球 心 在 大 球 
球面 上 ， 求 小 球 在 大 球 内 的 那 部 分 体积 。 
18. BAIE x> -1 所 定义 的 可 微 函 数 F (x) 满足 条 件 
А í rz _ ав 
Роу + РО) тй РО) =0 Ж 700) =1， 试 求 
OD (у: (2) ERE xZ0 ДЕКА e * у(х) 1. 
19. ЖУ ху (1 x)y=e2 (0 сх ноо) 满足 
lim уб) =1 的 解 。 
20. RHAINE y" + y= tanx 的 通 解 。 
21. EA у, =e" УУ PE ху" —2(х+1)у' + (x +2)y=0 的 一 
特 解 ， 求 方程 的 通 解 。 
22. Wa 为 实数 ， 讨 论 下 面 级 数 


I 1. 1. L+... юн. 


алат 了 (x) а I 上 非 久 连续 ， 县 f(0)=fQ)=0， 证 明 对 任 
意 的 实数 1 (0<1<1)， 必 存在 xoe[0,D)， ES) f(xo +) 5 

25、 试 用 自 变量 变换 x = sint 变换 方程 : 

(4-х?)у"—ху'+а?у=0 (ажно. 


26. 设 (9) 在 [4s] 上 为 正信 连续 函数 ， 且 4, = 人 Od WR 


列 {全 | KA 


27. 设 数 列 {4,} 有 界 ， 且 对 任意 正 整 数 Kk 之 2 都 有 а, а, 
《n=1,2,…》 证 明 lima, 存在 。 
28. ЖЮЗ 4x+ By+Cz=0 《Cz#0) 与 椭圆 柱 面 


=+ 下 + 五 =1 相 交 所 组 成 的 椭 贺 面积 。 
b c 


29. 计算 曲面 积分 了 = [| yzdydz + xzdzdx + (z + y + z)dxdy ， 其 中 
Т 


EARD + у*+(г-а) =а! (0=<z=a) 的 下 侧 。 

30. 在 基 池 塘 内 养 鱼 ， 该 池塘 最 多 能 养 1000 条 ， 在 时 刻 上 ， 鱼 
数 y 是 :的 函数 y= Ji ， 其 变化 率 与 鱼 数 及 1000- 成 正比 ， 已 知 
在 池塘 内 放养 100 条 鱼 ，3 个 月 后 有 鱼 250 条 ， 求 放养 + 个 月 后 池塘 
руа усу 0. 

31. 设 曲面 3 的 方程 z=Y4+x*+4y* , ЗП 的 方程 是 
х+2у+22=2, ЕНЕ ЕЖА, EAAS PH 的 
PEBE, ЭРНЕС. 

32. Жа <а, <…<a 为 个 不 同 的 实数 ， 函 数 0) Elaa] 
上 有 nn 阶 导 数 ， 并 满足 f(a)= (а) == f(a,)=0 

则 对 每 个 ce[a,a,]， 都 相应 存在 着 & e Са, а, ) 满足 等 式 
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J(e)= (€ ae a) (e а,) po(e) 


п! 


33. 设 Ло) 110, 1р ЕЕ ЗЕ. ФЕ, Н 
O<a<b<1, жа [° подаст = [одах 。 
за. RAA f(x,y) 在 包含 原点 的 某 开 贺 G 内 可 ж, H 
— i _ ‚р Өс) 1 Əf (Ex; ty) 
700,0) =0， 证 明 f(x,y) = dt рен ° 


35. 计算 三 重 积分 用 (x+y+2)?dv， V: x+y? +z? SAR 
Ў 
{x 一 2)* +y? +22 <4 的 公共 部 分 。 


36. RRRS Innar + 20°, A a b ЖЕНЕНИН? 
т=1 


эт. Ж [ yada 7) +1. RSO. 
38， 求 出 定义 在 RR 上 满足 函数 方程 уо?) = ГО) 的 所 有 连续 函 


зо. ло) 在 0，1] 上 可 导 ， 且 JG= 2 下 sr” одах, M 
Эх, є (01), (х) = 2х7 (хо) = 

40. ERA f(x) Ж (х -6,х5+5) Жа 阶 连 续 导 数 ， 且 
SP0, Е=23,з,п-1, H /'?б„)#0, 当 0<|lhlk5 时 ， 
Гоо + h)— fa) = A + 0), (0<@<1) 
ыг ; 1 
ЖЕРЙ те = ° 

м. З рх) аыр а, HE рро) аро), а 
数 ， 求 PCD 。 

42. VPR р(х) ELTE [а,Ь] E B. фо) ela, b] Ж Vx, у efa, b] Н 
Бо) Фо < х-и. 其 中 0<g<l。 则 存在 性 一 一 点 x。， 使 
ФО) = Xo ° _ 

аз. SECO H vx,y>0, Жу) = О) + R 
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函数 f(x) 。 
44. fG)e С(0,+о), B+ /(ху)= ГО) 0), RER FO) 
45. ВЖ f(x) 对 一 切 & > v, ЮН 


ЛО) РО) ориу дО). KPa p>, а+б=1,Ж fO 


u-v 
的 表达 式 。 
46. В f(x)e C[a,b] , Vu,ve[a,b] ， 有 


[rey 0, ж roy minas, 
47. Wk Оо) Cla,b] , Vu,veta,b], A 
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48. а>0,х>0, т RER lim, 。 
„ 
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49. О<а<1, у =» =, =+ +” RIRI lim y, 。 


